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Einleitung

Notation
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No {0,1,2,3,...}
K RorC
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Kapitel 1

Malle

1.1 Messbarkeit und o-Algebren

. . Vorlesung 1
Einstiegsfragen. (Mi, 15103
beginnt am
(a) Welche Teilmengen von R? besitzen ein Volumen? Anfang von
Abschnitt[i]

(b) Sie werfen einen Wiirfel zehn mal nacheinander. Sei w € {1,...,6}'° der Vektor, der
im k-ten Eintrag die Augenzahl Ihres k-ten Wurfs angibt. Kénnen Sie nach dem
dritten Wurf bereits entscheiden, ob w € {1,2}3 x {1,...,6}" gilt? Und kénnen Sie
nach dem dritten Wurf bereits entscheiden, ob w € {1,2}1° gilt?

Fiir welche Teilmengen A < {1,.. .,6}10 kénnen Sie nach dem dritten Wurf bereits

entscheiden, ob w € A gilt?

(c) Erinnerung an die Analysis 2: Was hat Stetigkeit von Funktionen mit Urbildern zu
tun?

Definition 1.1.1 (Komplement von Mengen). Sei Q eine Menge und S € Q. Dann nennt
man die Menge st:=Q\ Sdas Komplement von §, oder genauer das Komplement von
Sin Q.

Beachten Sie, dass sich die Notation S nur dann sinnvoll verwenden lasst, wenn die
umgebende Menge Q) aus dem Kontext klar ist.

Definition 1.1.2 (¢ -Algebren und Messraume).

(a) SeiQ eine Menge. Eine Teilmenge .A < 2 der Potenzmenge 2 heift eine o -Algebra
oder genauer eine o-Algebra auf Q, falls sie die folgenden Axiome erfiillt:

(I) Esist @ € A.
(IT) Fiir jedes A € Agilt auch Ale A
(ITII) Fiir jede Folge Ay, Az, As, - € Agilt auch U,en Ap € A.
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1. MASSE

(b) Ein Messraum ist ein Paar (Q,.4), wobei Q eine Menge und 4 eine o-Algebra auf
Q ist.

Ist (Q,.A) ein Messraum, dann verwendet man oft die folgende Sprechweise: Man
nennt eine Menge A < Q) messbar, falls A € A gilt.

Beachten Sie: Welche Mengen A < Q messbar sind, hidngt also von der o-Algebra ab,
die man auf Q betrachtet.

In dieser Veranstaltung werden wir sehr oft Teilmengen A 29 betrachten. Beachten
Sie, dass jedes Element von A selbst eine Menge (genauer: eine Teilmenge von Q) ist.
Deshalb bezeichnet man ein .A < 2 oft als eine Menge von Mengen oder — etwas griffiger
— als ein Mengensystem.

Beispiele 1.1.3 (Einige o-Algebren).
(a) SeiQ eine Menge. Dann ist die Potenzmenge 2% selbst eine o-Algebra auf Q.
(b) SeiQ eine Menge. Dann ist {@,Q} eine o-Algebra auf Q.

(c) SeiQ eine Menge und seien k, ¢ € N mit k < ¢. Dann ist
A= {BXQ’—H Bng}

eine o-Algebra auf Q°.

Beweis. [(@)]und[(b)] Die Axiome einer o-Algebra lassen sich in diesen beiden Beispielen
leicht tiberpriifen.

Wir tiberpriifen, dass A die Axiome einer o-Algebra (Definition|1.1.2{(a)) erfiillt:
Axiom[()} Esgilt 3 = @ xQ/"F e A, da g < QFist.
Axiom[(I)} Sei A € A.Dann gibt es eine Menge B € QF mit A= B x Q=% Es gilt

Q\a=@f\ByxQl*e4;

hier haben wir die Schreibweise O/ \ A und QF \ B anstelle von A® und Bt ver-
wendet um Verwechslungen auszuschlieBen, da die Komplemente von A und B
in verschiedenen Mengen genommen werden.

Axiom[(IIT)} Seien A;, Ay, --- € A. Dann gibt es eine Folge von Mengen By, By, Qk
mit A, = B, x Q¢ fiir alle n € N. Somit ist

U A= UBux QM= J{bol beB, ceQ* '}

neN neN neN
- {h01 be U B cen - (U pxa ke
neN neN
womit die Behauptung gezeigt ist. O



1.1. Messbarkeit und o-Algebren

Beispiele 1.1.4 (Wiirfeln und Miinzwurf). Lassen Sie uns Beispiel in zwei kon-
kreten Situationen illustrieren.

(a) SeiQ die Menge aller moglichen Ergebnisse eines Miinzwurfs, also Q = {K, Z}, wo-

(b)

bei wir K und Z als Abkiirzungen fiir Kopf und Zahl verwenden. Wir werfen die
Miinze drei mal hintereinander; die Menge aller moglichen Ergebnisse ist somit
gleich

Q’=0xQxQ= {(K,K,K), (K,K,2), (K,Z,K), (K,Z,Z2),

(Z,K,K), (Z,K,2), (Z,Z,K), (Z,Z,Z)}.

Bezeichne w € Q3 das Gesamtergebnis Threr Dreimiinzwiirfe. Stellen Sie sich nun
vor, dass Sie die Miinze erst einmal geworfen haben. Dann kennen Sie w; — das
heildt, Sie wissen, ob w; = K oder w; = Z ist —, aber Sie wissen noch nicht, ob w»
und w3 jeweils Kopf oder Zahl sind.

Anders gesprochen: Sie kdnnen also beispielsweise bereits entscheiden, ob w €
{K} x{K, Z} x {K, Z} gilt, aber Sie kdnnen noch nicht entscheiden, ob w € {K, Z} x
{K} x {K, Z} gilt. Lassen Sie uns nun all diejenigen Mengen A < Q2 auflisten, fiir die
sich bereits nach dem ersten Wurf entscheiden ldsst, ob w € A gilt. Dies sind die
Mengen

{K} x{K, Z} x{K, Z},
{Z} x{K, Z} x{K, Z},
K, Z} x {K, Z} x {K, Z} = {K, Z}?,
P x{K,Z} x{K,Z} = @.
Wenn wir diese vier Mengen als Elemente in einer Menge .4 packen, ist also
A= {{K} x{K, Z}y x{K, Z}, {Z} x{K, Z} x{K, Z},
(K, Z} x (K, Z) x (K, Z}, ® x (K, Z} x (K, Z}} € 22",
Esist .4 genau die o-Algebra aus Beispiel|1.1.3|(c)} fir Q ={K, Z}, k=1und ¢ = 3.
Nun betrachten wir Beispiel|1.1.3{(c)|fiir Q = {1,...,6}, k =3 und ¢ = 10. Dann ist
A={Bx{1,....8| BE(l,...,6°%}.

Wenn Sie einen Wiirfel mit den Augenzahlen 1 bis 6 zehn mal nacheinander wer-
fen und sich alle Augenzahlen in der Reihenfolge notieren, in der Sie sie geworfen
haben, dann erhalten Sie eine Liste w € Q0. Fiir jede Menge A € A kénnen Sie nach
dem dritten Wurf bereits entscheiden, ob w € A gilt. Fiir Mengen A< Q1% mit A¢ A
kénnen Sie hingegen nach dem dritten Wurf noch nicht entscheiden, ob w € A gilt.

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung bezeichnet man Mengen A € Q!0 als Ereig-
nisse, die beim zehnmaligen Werfen eines Wiirfels eintreten kénnen (oder eben
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auch nicht). Die Elemente der o-Algebra A sind also genau diejenigen Ereignisse,
von denen sich bereits nach dem dritten Wurf entscheiden lédsst, ob sie eingetreten
sind.

Bemerkung 1.1.5 (o-Algebren modellieren zugéngliche Information). Die beiden Bei-
spielezeigen, dass o-Algebren verwendet werden konnen um zu modellieren, wel-
che Information in einer bestimmten Situation oder zu einem bestimmen Zeitpunkt zu-
géanglich oder verfiigbar ist.

Vor diesem Hintergrund lassen sich auch die drei Axiome einer o-Algebra (Definiti-
on[L.1.2[D) gut interpretieren. Stellen Sie sich erneut den zehnfachen Wurf eines Wiirfels
aus Beispielvor und sei w € {1,...,6}0 die Liste der dabei geworfenen Augenzah-
len. Wie in diesem Beispiel bezeichne A 2016 dje Menge all derjenigen Ereignisse
A € 21--8! yon denen sich bereits nach dem dritten Wurf entscheiden lisst, ob w € A
gilt.

Axiom[(D)l Natiirlich kann man nach dem dritten Wurf entscheiden, ob w € @ gilt: die
Antwort ist Nein. Also ist ¢ ein Element von .A.

Axiom[(IT)l Sei A € A. Dann kénnen Sie nach dem dritten Wurfen bereits entscheiden,
ob w € A ist. Indem Sie diese Antwort negieren, kdnnen Sie nach dem dritten Wurf
natiirlich auch entscheiden, ob w € A" gilt. Somit muss auch AC € A sein.

Axiom[[[I[)} Wenn Sie Mengen Ay, A,,--- € Abetrachten, konnen Sie fiir jede dieser Men-
gen schon nach dem dritten Wurf entscheiden, ob w in ihr liegt. Also kénnen Sie auch
nach dem dritten Wurf entscheiden, ob w in mindestens einer dieser Mengen liegt,
das heilst, ob w € Upen A gilt. Somit ist auch U,en Ay € A.

Dass man hier unendlich viele Mengen betrachtet, spielt in Beispiel[1.1.4{(b)|iibrigens
keine Rolle, die Menge {1,..., 6110 ist ja endlich und somit besitzt sie auch nur endlich
viele TeilmengenE] also tauchen in der Folge Ay, Ay, ... nur endlich viele verschiede-
ne Mengen auf (von denen sich manche dann natiirlich unendlich oft wiederholen).

Dass man auch unendlich viele Mengen vereinigen darf und wieder in .4 landet, wird
dann wichtig, wenn Q unendlich ist — was in den meisten Beispielen, die wir spéter
betrachten, der Fall ist. Dass man nur Vereinigungen von abzihlbar vielen Mengen
zuldsst, kann man anschaulich zum Beispiel folgendermafien interpretieren: Wenn
man iiberabzihlbar viele Mengen A; € A betrachtet, mit j aus einer iiberabzihl-
baren Indexmenge J, und fiir jede einzelne j entscheiden kann, ob das Ereignis A;
eintritt, dann kann man trotzdem nicht unbedingt entscheiden, ob Uje; A; eintritt,
weil man keine Moglichkeit hat, tiberabzéhlbar viele Ereignisse “durchzusehen” um
zu gucken, ob sie alle eintreten.

10 .
IGenauer besitzt {1,...,6}'% genau 6'° Elemente und somit 26 Teilmengen. Ubrigens ist 6!° = 60- 108
(fragen Sie einen Taschenrechner oder Computer). Wegen 210 = 1024 = 10 folgt 250 = 108 und somit

26'0 5 560-10° (1018)106 —10!810°

Also hat 26’ mehr als 18 Millionen Stellen — das heifit, {1,...,6}10 hat wirklich extrem viele Teilmengen. ..



1.1. Messbarkeit und o-Algebren

Proposition 1.1.6 (Einige Eigenschaften von o -Algebren). Sei (Q2,.A) ein Messraum.

(a) EsgiltQe A.

(b) Fiiralle Ay, Az,--- € A giltMypen An € A.

(c) SeienmeNundA,,...,An,€ A.Dannist AyU---UA,€e Aund Ayn---NnA,, €A
Beweis. [[@)] Wegen ¢ € Agilt Q= ¢l € A.
[(b)] Sei A1, Ay, --- € A. Fiir jedes n € N gilt dann auch AEl € A und somit ist

(N An)C =UJAled also () An= (( N A,Z)C)E €A.

neN neN neN neN

Um die erste Aussage zu erhalten setzen wir A, := @ € Afiiralle ne Nmit n=m+1.
Dannist AyU---UA;;, =Upen An € A.

Um die zweite Aussage zu zeigen setzen wir stattdessen A, := Q fiir alle n € N mit
n = m+ 1. Wegen|(a)|sind dann alle A,, messbar, alsoist A;n:---N Ay, =NpenAn €A

wegen|(b)} O
Proposition 1.1.7 (Durchschnitt von o -Algebren). Sei Q) eine Menge.

(@) Sei ] eine nichtleere Menge und fiir jedes j € ] sei A; eine o -Algebra aufQ. Dann ist
auchNjej Aj eine o -Algebra auf Q.

(b) Sei & €2 und sei o(E) < 2% der Durchschnitt aller o -Algebren aufQ, die £ enthal-

ten, das heifst es sei

o(€):= N A.

A2E
A isto-Algebra aufQ

Dann ist o (€) die kleinste o-Algebra aufQ, die £ enthdilt, das heifst:

(1) Esisto(&) eineo-Algebra aufQ undes giltE < a(&).
(2) Falls A eine o-Algebra aufQ ist und £ < A gilt, dann ist 0 (£) < A.
Beweis. [(a)] Wir zeigen, dass das Mengensystem (jc;.A; S 29 die drei Axiome einer o-
Algebra aus Definition erfiillt:
Axiom[[D)} Fiirjedes j € J gilt @ € A}, da A; eine o-Algebra ist. Also ist @ € Mjc; A;.

Axiom[dD} Sei A € NjesAj. Fiir jedes j € J gilt dann A € A; und somit Abe Aj, da
Aj eine o-Algebra ist. Also ist Ale Njes Aj-

Axiom[IDl Seien Aj, Ap,--- € Njes A;. Fiir jedes j € J gilt dann A;, Ap,--- € Aj und
und somit Upen An € Aj, weil A; eine g-Algebraist. Folglich ist Upen An € Nje Aj-

[(b)] Wir zeigen die beiden Eigenschaften [(I)|und[(2)| einzeln:



Vorlesung 2
(Fr, 1710.)
beginnt mit

Beispiel[11.9]
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Als ein Durchschnitt von o-Algebren auf Q ist o(€) laut ebenfalls eine o-
Algebra. Die Inklusion £ < o (€) gilt, weil alle Mengensysteme A, die man schnei-
det um o (€) zu erhalten, Obermengen von £ sind.

Sei A eine o-Algebra auf Q und gelte £ < A. Dann ist .4 eines der Mengensyste-
me, liber die man schneidet, um o (£) zu erhalten, also gilt o (£) < A. O

Definition 1.1.8 (Erzeugte o -Algebra). Sei Q2 eine Menge.

(@) Sei & < 29. Die o-Algebra o(€) aus Proposition nennt man die von £ er-
zeugte o-Algebra oder genauer die von £ erzeugte o -Algebra auf Q.

(b) Sei A eine o-Algebra auf Q. Eine Menge £ < 22 nennt man einen Erzeuger von A4,
falls A =0 (&) gilt.

Beispiel 1.1.9 (Borel o-Algebra auf einem metrischen Raum). Sei (M, d) ein metrischer
Raum. Dann nennt man

B(M):=0({U s M| Uistoffen }|
die Borel-o-Algebra auf M. Es gilt
B(M) = a({C < M| Cist abgeschlossen })

Beweis. Der kiirzeren Notation halber bezeichnen wir in diesem Beweis die Menge aller
offenen Teilmengen von M mitZ/ < 2 und die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen
von M mit C 2™, Per Definition ist B(M) = o (), wir miissen also o () = o(C) zeigen.

“c” Zuerst bemerken wir, dass U < o(C) gilt: Fiir jedes U € U ist ndmlich UteCco@
und somit U = (UYC € ¢(C), da o-Algebren abgeschlossen unter Komplementbil-
dungen sind.

Somit ist o (C) eine o-Algebra auf M, die U/ enthélt. Weil o (/) die kleinste o-Algebra
auf M ist, die U enthélt, folgt o (Uf) < o (C).

“2” Diese Inklusion zeigt man analog zur soeben bewiesenen Inklusion. O

Beachten Sie, dass die Borel-o-Algebra B (R%), die wir in der Analysis 2 besprochen
haben (siehe [4, Definition 3.2.1]) ein Spezialfall von Beispiel ist: Man erhilt sie,
wennman in Beispielals metrischen Raum den RY zusammen mit der Euklidischen
Metrik nimmt ]

In der Analysis 2 hatten wir bewiesen, dass eine Abbildung zwischen zwei metrischen
Raumen genau dann stetig ist, wenn Urbilder offener Mengen stets offen sind. Analog zu
dieser Eigenschaft definiert man nun die Messbarkeit von Abbildungen zwischen Mess-
réumen.

20der den R? zusammen mit irgendeiner anderen Metrik, die von einer Norm auf R4 induziert wird,
denn fiir all diese Metriken ist der Konvergenzbegriff auf R4 derselbe [4) Theorem 1.3.13] - somit héngt es
nicht von der Wahl der Norm ab, welche Mengen in R? offen sind und folglich hangt es ebenfalls nicht von
der Wahl der Norm ab, welche Mengen in R4 offen sind.



1.1. Messbarkeit und o-Algebren

Definition 1.1.10 (Messbare Funktionen). Seien (Q,.4) und (Q, A) Messraume. Eine Ab-
bildung f : Q — Q heiRt messbar, falls fiir jede messbare Menge in Q auch das Urbild
unter f messbar ist, das heilt, falls gilt:

VAe A: flAeA

Proposition 1.1.11 (Messbarkeit via Erzeuger). Seien (Q,.A) und (Q, A) Messriume, und
sei £ € A ein Erzeuger von A. Eine Funktion f: Q — Q ist genau dann messbar, wenn
fUE) e Afiiralle E € € gilt.

Beweis. “=” Sei f messbar und sei E € £. Dann ist auch £ € A, also gilt wegen der Mess-
barkeit von f die Eigenschaft f~(E) € A.

“=*“ Dies ist die interessante Implikation. Es gelte f~(E) € A fiir alle E € £. Dazu defi-
nieren wir das Mengensystem

B={BcQ| f'(B)eA}c22

Wegen der Priamisse der Implikation, die wir gerade zeigen, gilt £ < B. Wir zeigen

nun, dass B eine o-Algebra auf Qist:

Axiom[(D)] Es gilt f (@) =@ € A, weil Aeine o-Algebraist. Also ist @ € B.

Axiom[(IT)] Sei B € B. Dann gilt f~!(B) € A. Also folgt f~1(Q\ B) = Q\ f~1(B), und
letztere Menge ist ebenfalls ein Elemente von .4, da A eine o-Algebra ist. Somit
gilt Q\ B e B.

Axiom|(III)] Seien Bl,ﬁg,"' € B. Fiir jedes n € N gilt dann f‘l(Bn) € A und weil A4
eine o-Algebra ist, folgt somit

7 L€JNI§n) =U ' BoeA,

neN
also ist U,eny By € B.

Also ist B eine o-Algebra auf Q, die € enthilt. Somit folgt B2o(€) = A. Also folgt fiir
jedes A€ A, dass A € Bist und somit f~1(A) € A gilt. O

Die Beweistechnik, die wir verwendet haben um Proposition|1.1.11| zu zeigen, be-
zeichnet man hiufig als das Prinzip der guten Mengen. Allgemeiner kann man das Prin-
zip in folgendem Lemma zusammenfassen:

Bemerkung 1.1.12 (Prinzip der guten Mengen). Sei (Q,.4) ein Messraum und sei £ < 2
ein Erzeuger von A. Fiir jedes A € A sei P(A) eine Aussage. Wenn

B:={Ae A| P(A) ist wahr}

eine o-Algebra auf Q ist und fiir jedes E € £ die Aussage P(E) wahr ist, dann ist fiir jedes
A€ Adie Aussage P(A) wahr.
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Die Bezeichnung Prinzip der guten Mengen riihrt daher, dass man sich diejenigen
Mengen A € A, fiir die P(A) wahr ist, als die “guten” Teilmengen von Q vorstellt (eben
weil sie die gewlinschte Eigenschaft haben). Etwas umgangssprachlicher ausgedriickt
besagt das Prinzip der guten Mengen also: Wenn jede Menge aus einem Erzeuger £ einer
o-Algebra A gut ist und die guten Mengen ebenfalls eine o-Algebra bilden, dann ist jede
Menge in A gut.

Beweis von Bemerkung[1.1.12 Laut Voraussetzung ist /5 eine o-Algebra, die £ enthilt,
also gilt B2 o(£) = A. Fiir jede Menge A € A gilt also A € 5, das heilt fiir jedes A € A ist
P(A) wahr. O

Sie sehen im Beweis, dass Bemerkung|I.1.12] eigentlich gar kein eigenstdndiges Re-
sultat ist — es handelt sich nur um eine etwas andere Formulierung davon, dass eine o-
Algebra, die von £ erzeugt wird, die kleinste o-Algebra ist, die £ enthilt. Der Witz an
Bemerkungist, dass wir es auf eine Weise aufgeschrieben haben, in der diese Be-
obachtung sehr hdufig und intuitiv eingesetzt werden kann.

Sie werden sehen, dass das Prinzip der guten Mengen und verwandte Beweistech-
niken in der MaB- und Integrationstheorie eine sehr gro8e Rolle spielen. Das liegt dar-
an, dass es oft nicht méglich ist, direkt anzugeben, welche Mengen konkret in einer o-
Algebra liegen (Ausnahme bestétigen die Regel); deshalb arbeitet man hiufig mit Erzeu-
gern von o -Algebren. Man will also oft Eigenschaften fiir alle Mengen in einer o-Algebra
A zeigen, obwohl man nur einen Erzeuger £ von A kennt und obwohl man kein konkre-
tes Verfahren hat, um alle Elemente von A aus den Elementen von £ zu konstruieren.
Hierfiir ist Bemerkung[1.1.12]duRerst niitzlich.

1.2 Malle
Einstiegsfragen.

(a) Betrachten wir einen physikalischen Korper im R3. Was fiir ein mathematisches
Obijekt ist die Masseverteilung des Korpers?

(b) Was ist eigentlich eine Wahrscheinlichkeit?

Der Begriff eines Mal3es, den wir in der folgenden Definition einfiihren, ist trotz (oder
wegen?) seiner Einfachkeit zentral fiir die moderne Analysis und fiir die Wahrscheinlich-
keitstheorie.

Definition 1.2.1 (Malle und Malrdaume).

(a) Sei A <29 eine o-Algebra auf einer Menge Q. Eine Abbildung u: A — [0,00] heilt
Mag, falls sie folgende Eigenschaften erfiillt:

() Esgilt u(g)=0.

10
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(b)

(I) o-Additivitdt: Fiir jede Folge von paarweise disjunkterﬁ Mengen Ay, Ay,--- €
A gilt

WU An) =S ulAn.

neN n=1

Ein MaRraum ist ein Tripel (Q, A, 1), wobei Q eine Menge ist, A < 2 eine o-Algebra
und p: A — [0,00] ein Mal.

Im Laufe der Analysis 3 werden Sie zahlreiche verschiedene Beispiele fiir Malle sehen
und Moglichkeiten kennenlernen um Maf3e mit interessanten Eigenschaften zu konstru-
ieren. Ein paar erste Beispiele werden im Folgenden besprochen. Bereits an diesen Bei-
spielen deutet sich an, dass MaRe auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie auftauchen.

Beispiele 1.2.2 (Einige Malirdume).

(@

(b)

Sei Q = {1,...,6} und A = 22 Sei pu: A — [0,00], p(A) := £ fiir alle A € A. Dann
sieht man leicht, dass u ein Mal ist.

Anschaulich beschreibt p1(A) die Wahrscheinlichkeit beim Werfen eines Wiirfels
eine Augenzahl zu erhalten, die in der Menge A liegt.

Sei Q = {K, Z}, wobei K und Z wieder fiir Kopf und Zahl stehen. Ein Element
o der Menge Q3 = (K, Z}3 interpretieren wir als das Ergebnis eines dreimaligen
Miinzwurfs. Die Abbildung p: 207 [0,00], n(A) = % = % fir A € 2% ist, wie
man leicht tiberpriift, ein MaR auf der o-Algebra 29" Anschaulich beschreibt w(A)
die Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis w des dreifachen Miinzwurfs in der Men-

ge Aliegt.

Lassen Sie uns nun wie wie in Beispiel eine kleinere o-Algebra auf Q3 be-
trachten, ndmlich die o-Algebra

A= {Bx§22| BgQ}.

Wie in Beispiel besprochen, besteht .4 aus genau denjenigen Mengen A <
03, von denen wir bereits nach dem ersten Wurf entscheiden konnen, ob w € A
gilt.

Da Mengen in A nur Information codieren, die bereits nach dem ersten Miinzwurf
zur Verfiigung stehen, erwartet man anschaulich, dass sich fiir A € A die Wahr-
scheinlichkeit ¢(A) nur davon abhingt, was A iiber den ersten der drei Wiirfe aus-
sagt. Das ist tatsdchlich so: Jedes A € A ldsst sich laut Definition von A schreiben
als A = B x Q2 fiir ein B < Q. Somit gilt w € A genau dann, wenn w; € B ist, das
heil3t die komplette Information, die in der Aussage w € A steckt, steckt bereits
in der Aussage w; € B, welche nur die Menge B und das Ergebnis w; des ersten

3Das heifit Ajn Ay = ¢ fiir alle Indizes j, k mit j # k.

11



Vorlesung 3
(Mi, 22.10.)
beginnt mit
dem Beweis
von Propositi-
onfiz3c

1. MASSE

Miinzwurfs verwendet. Die Wahrscheinlichkeit ¢1(A) kann man ebenfalls mit Hilfe
von B ausdriicken: Es ist

#A #BxQ? #B)-#Q?) #B)-4 #B
/J(A) = = = = = —.
8 8 8 8 2

(©) Sei RY mit der Euklidischen Metri ausgestattet. Wir werden im Laufe der néchs-
ten Vorlesungen zeigen, dass es genau ein MaR A,: B(R?%) — [0,00] gibt, welches
die Eigenschaft

Ad([al, by] x -+ x [ag, bd]) =b1—a):--(bg—ag) (1.2.1)

fiir alle ay,...,a4, b1,...,bg € Rmita; < by, ..., a; < by erfiilltE]Man nennt A1, das
d-dimensionale Lebesgue-MaR.

Proposition 1.2.3 (Grundlegende Eigenschaften von MaRen). Sei(Q,.A4, 1) ein Mafsraum.

(@) IstneN undsind Ay, ..., A, € A paarweise disjunkt, dann gilt
n n
p(U Ax) = ) u(Ap).
k=1 k=1

(b) Fiiralle A,B € A gilt

H(AUB) = u(A\B) + u(B\ A)+ u(An B)
und p(AUB)+u(AnB) = u(A) + u(B).

(c) Fiiralle A,B e A mit A< B ist u(A) < w(B). Gilt zusditzlich p(B) < oo, so ist

1B\ A) = u(B) — u(A).

(d) Sind A; < Ay € A3 <... Elementevon A, dann gilt

s

p(U An) = lim p(Ap).

3
1l
—_

(e) Sind Ay 2 Ay 2 A32... Elemente von A und ist (A1) < oo, dann gilt

3

p( () An) = lim pu(Ap).

S
1l
—_

4Also mit derjenigen Metrik, die von der Euklidischen Norm induziert wird.

SFalls Sie im Sommersemester 2025 die Analysis 2 gehort haben, haben Sie diese Behauptung dort be-
reits in Theorem 3.2.3 gesehen, zusammen mit dem Verweis, dass wir dieses Resultat in der Analysis 3 be-
weisen werden.
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1.2. Malie

(f) Fiiralle A;, Ay, As,--- € .Aglll’

()

p(U An) =) Ay,
n=1

n=1

Beweis. [(@)] Setze Ay := ¢ fiir alle k = n+ 1. Dann sind die Mengen Ay, Ay, ... paarweise
disjunkt und es folgt

o0

n o0 n
p(U A =p(U Ac) = X uAD = ) u(Ag);
k=1 k=1 k=1 k=1

fiir die zweite Gleichheit haben wir die o-Additivitdt von p (Eigenschaft in De-
finition verwendet und fiir die dritte Gleichheit die Eigenschaft u(@) = 0

(Eigenschaft[(I)|in Definition[1.2.1j(a)).

[(b) Seien A, B € A. Dann ist AU B die Vereinigung der drei paarweise disjunkten Mengen
A\ B, B\ Aund An B, also folgt wegen|(a)]die erste Gleichung. Indem man zur ersten
Gleichung 1(An B) hinzu addiert, erhilt man aullerdem

(AUB) + (AN B) = w(A\ B) + (AN B) + u(B\ A) + u(An B) = u(A) + u(B);
—p(A) —u(B)

hierbei haben wir verwendet, dass A die disjunkte Vereinigung von A\ B und An B
ist und dass B die disjunkte Vereinigung von B\ Aund An B ist.

Seien A, B € Amit A <€ B. Dann ist B die disjunkte Vereinigung von B\ A und A, also
gilt u(B) = B\ A) + p(A) = p(A).
Wenn zusitzlich p(B) < oo ist, dann folgt aus gerade gezeigten Ungleichung, dass
auch p(B\ A) und p(A) endlich sind. Wir kdnnen dann in der Gleichung p(B) =
1(B\A)+ u(A) die Zahl u(A) subtrahieren und erhalten somit wie behautet y(B\ A) =
1(B) — p(A).

[(d)] Definiere eine Folge By, By, ... in A durch By := A; und B, := A, \ A, fiiralle n > 2.
Dann sind die Mengen By, B, ... paarweise disjunkt und es gilt US>, B, = US| Aj.
Somit gilt

o0

(U An) = ,QB”) - imm

n=1
N N
= i, 2w = fim (L) Ba) = fim p(An;
fiir die zweite Gleichheit haben wir die o-Additivitdt von pu benutzt und fiir die vierte

Gleichheit die bereits bewiesene Eigenschaft|(a)

[(e)] Es gilt

p(AD = p( ) An) = p(A1\ ) An) = p( U (A1 Ap)
n=1 = n=1

n=1

13



1. MASSE

lim p(A;\ Ay) = lim (u(Ay) - p(AN);
N—o0 N—oco

fiir die erste und die vierte Gleichheit haben wir die Annahme p(A;) < oo und die
Aussage |(c)| verwendet. Also gilt p(A;) — p(An) — p(An) — p(N°2, A,) fir N — oo.
Subtraktion von p(A;) (hier verwenden wir erneut p(A;) < oo) und anschlieBende
Multiplikation mit —1 liefert p(Ay) — (M52, Ay) fiir N — co.

Wir definieren die Mengen C,, := A;, \ UZ;% Ay € Afiir alle n € N. Diese Mengen sind
paarweise disjunkt und erfiillen U2, C,, = U, Ap, also folgt aus der o-Additivitét

von
o0 [e,0] o0 [e.@]
p(U An) =p(U Cn) = X uCn) < ) uAn,
n=1 n=1 n=1 n=1
wobei die Ungleichung am Ende wegen C,, < A, aus|(c)|folgt. O

Definition 1.2.4 (Spezielle Eigenschaften von MaRen). Sei (Q2,.4, 1) ein MaBraum.

(a) MannenntdasMall uendlich, falls u(Q) < co gilt. In diesem Fall nennt man (Q, A, u)
einen endlichen MaRraum [l

(b) Man nennt das Maf u ein WahrscheinlichkeitsmaR, falls u(Q) = 1 gilt. In diesem
Fall nennt man den MaBraum (Q, 4, i) einen Wahrscheinlichkeitsraum.

(c) Man nennt das Mall u o-endlich, falls es eine Folge von Mengen A, Ay, ... in A
gibt, die U, en A = Q und p(A,) < oo fiir alle n € N erfiillen. In diesem Fall nennt
(Q, A, 1) einen o-endlichen MaRraum.

Beispiele 1.2.5 (Eigenschaften der Mal3e aus den Beispielen|1.2.2).

(a) DasMal pauf{l,...,6}aus Beispielwar durch p(A) := ’%A fiir alle A € 2116
definiert. Da u({1,...,6}) = g =1 gilt, ist u ein Wahrscheinlichkeitsmalf$ und somit
insbesondere endlich.

(b) Das Mald p auf 21K.2¥ qus Beispiel war durch p(A) == % fiir alle A € 2!K.2°
definiert. Wegen p({K, Z}®) = 8 = 1 ist u ein Wahrscheinlichkeitsmaf und somit

endlich.

(c) Betrachten wir das Lebesgue-MaR A, auf B(R%), dass wir in Beispiel ange-
sprochen haben. Es ist o-endlich, denn es gilt

R = U [-n,n) und ﬂd([—n,n]d)z(Zn)d<oo fiir alle n € N.
neN

Allerdings ist A4 nicht endlich, denn aus Proposition [1.2.3[d)|folgt

Aa®RY) = lim Ag([-n,n%) = lim (2n)? = co.
n—oo n—oo

6Beachten Sie unbedingt, dass sich das Wort endlich im Begriff endlicher MafSraum laut dieser Defi-
nition auf die Endlichkeit des Mafles u bezieht. Der Begriff bedeutet nicht, dass die Menge Q endlich sein
muss!
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1.2. Malie

Im Rest dieses Abschnitts besprechen wir eine Technik, mit der man zeigen kann,
dass zwei MaRe gleich sind. Das ist zum Beispiel niitzlich um die Eindeutigkeitsaussage
iiber das Lebesgue-Mal in Beispiel zu beweisen. Die Technik basiert auf dem
folgenden Begriff.

Definition 1.2.6 (Dynkin-Systeme). Sei Q eine Menge. Eine Teilmenge D < 2 nennt
man ein Dynkin-System oder genauer ein Dynkin-System auf Q, falls es die folgenden
Axiome erfiillt:

(I Esist@ eD.
(I) Fiirjedes A€ D gilt auch A€ D.
(III) Fiirjede Folge von paarweise disjunkten Mengen A;, Ay, As, -+ € DistUpen An € D.

Beachten Sie, dass die Definition eines Dynkin-Systems sich von der Definition ei-
ner o-Algebra (Definition[I.1.2) nur dadurch unterscheidet, dass die Bedingung|(ITD)|fiir
Dynkin-Systeme nur fiir paarweise disjunkte Mengen gefordert wird. Ein Dynkin-System
zu sein ist also eine etwas schwéchere Eigenschaft als eine o-Algebra zu sein. Es sollte
nicht allzu tiberraschend sein, dass Dynkin-Systeme auftauchen, wenn man mit Maflen
arbeitet: Dass man in Bedingung|[(IIl)] der Definition von Dykin-Systemen nur paarwei-
se disjunkte Mengen betrachtet, passt sehr gut zur o-Additivitdt von Mallen (Definiti-
on (I1)), in der ebenfalls nur paarweise disjunkte Mengen auftauchen.

Analog zur erzeugten o-Algebra in Definition definieren wir auch das von
einem Mengensystem erzeugte Dynkin-System:

Definition 1.2.7 (Erzeugtes Dynkin-System). Sei Q eine Menge und £ < 2. Das Men-
gensystem

5(&) = N Dc2?
D2E
‘D Dynkin-System auf Q
nennt man das von von £ erzeugte Dynkin-System oder genauer das von £ erzeugte
Dynkin-System auf Q.

Die Definition der von einem Mengensystem erzeugten o-Algebra war durch die Ei-
genschaften in Proposition [1.1.7| motiviert gewesen. Dieselben Aussagen wie in dieser
Proposition kann man vollig analog auch fiir Dynkin-System beweisen. Inbesondere er-
hélt man somit:

Proposition 1.2.8 (Kleinstes Dynkin-System). Sei Q eine Menge und £ < 2*. Dann ist
0 (&) das kleinste Dynkin-System aufQ, das £ enthiilt.

Der Witz an Dynkin-Systemen ist, dass sie manchmal einfacher handhabbar sind
als o-Algebren, dass in vielen Fillen aber die von einem Mengensystem £ erzeugte o-
Algebra mit dem von £ erzeugten Dynkin-System tibereinstimmt. Um das zu préazisieren
benétigen wir den folgenden Begriff.
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1. MASSE

Definition 1.2.9 (Stabilitdt beziiglich endlicher Durschnitte). Sei Q eine Menge. Eine
Mengensystem £ heil3t stabil beziiglich endlicher Durchschnitte, falls fiir alle A,B € £
auch AnBe & gilt.

Wenn & < 22 stabil beziiglich endlicher Durchschnitte ist, dann sieht man induktiv
sofort, dass Ayn---N A, €& fiiralle neNund alle A,,..., A, € £ gilt. Das erklart, weshalb
man den Begriff stabil beziiglich endlicher Durchschnitte verwendet.

Proposition 1.2.10 (o-Algebren vs. Dynkin-Systeme). Sei Q eine Menge und D < 2 ein
Dynkin-System. Es ist D genau dann eine o-Algebra, wenn D stabil beziiglich endlicher
Durchschnitte ist.

Beweis. Der Beweis ist nicht schwer, aber eine gute Moglichkeit um die Axiome und Ei-
genschaften von o-Algebren einzuiiben. Wir lagern ihn deshalb in die Ubungen aus. O

Wenn man zeigen will, dass ein gegebenes Dynkin-System stabil beziiglich endlicher
Durchschnitte (und somit eine o-Algebra) ist, kann das folgende Lemma manchmal hilf-
reich sein.

Lemma1.2.11 (Durchschnitte mit Komplementen in Dynkin-Systemen). SeiQ eine Men-
ge, sei D < 29 ein Dynkin-System und seien C,D € D. Wenn C n D € D ist, dann ist auch
ctnpeD.

Beweis. Esgilt C*nD = (Cn D)’ n D und somit (C° nD)C = (CnD)uDt. Alsoist (CC ﬁD)E
die disjunkte Vereinigung von zwei Elementen von D und somit selbst ein Element von
D. Somitist auch CCnD e D. O

Theorem 1.2.12 (Erzeugte o-Algebra vs. erzeugtes Dynkin-System). Sei Q eine Menge
und sei € < 29 stabil beziiglich endlicher Durchschnitte. Dann gilt o (£) = 5(E).

Beweis. Wir zeigen beide Inklusionen einzeln.

2 Da jede o-Algebra auch ein Dynkin-System ist, gilt: Mindestens iiber jedes Mengen-
system, liber das bei der Definition von o(€) geschnitten wird, wird auch bei der
Definition von § (£) geschnitten. Somit ist o(£) 2 6(£).

N

Es gentigt zu zeigen, dass §(€) eine o-Algebra ist; da o(€) die kleinste o-Algebra ist,
die £ enthilt, folgt dann o (£) € 6(E).

Um zu zeigen, dass 6(£) eine o-Algebra ist, gentigt es laut Proposition|1.2.10|zu zei-
gen, dass 6 () stabil beziiglich endlicher Durchschnitte ist. Hier fixieren gehen wir in
zwei Schritten vor:

Schritt 1: Wir zeigen fiir alle D € §(€£) und alle E € £, dass DN E € §(€) gilt. Hierzu
fixieren wir ein beliebiges, festes E € £ und betrachten das Mengensystem

D:={DebE)| DNEesE)}.
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1.2. Malie

Man kann direkt nachrechnen, dass D ein Dynkin-System ist; die Abgeschlos-
senheit beziiglich Komplementbildung (Axiom|[1.2.6]in Definition[(ID) folgt hier-
bei aus Lemmal[l.2.11} Da € laut Voraussetzung stabil beziiglich endlicher Durch-
schnitte ist, gilt auBerdem £ < D.

Weil 6 () das kleinsten Dynkin-System auf Q ist, dass £ enthélt (Proposition|1.2.8),
folgt 6(€) = D. Also gilt fiir jedes D € 6 (£), dass D € D und somit DN E € §(E) ist.

Schritt 2: Nun zeigen wir, dass (&) tatsdchlich stabil beziiglich endlicher Durch-
schnitte ist, womit dann die Behauptung gezeigt ist. Hierzu gehen wir dhnlich
vor wie in Schritt 1: Wir fixieren ein beliebiges, festes D € §(€) und betrachten
das Mengensystem

C:={Ceb&)| CnDes&)}.

Erneut kann man direkt nachrechnen, dass C ein Dynkin-System auf Q ist, wo-
bei die Abgeschlossenheit beziiglich der Komplementbildung wieder aus Lem-
ma [1.2.11] folgt. Wegen Schritt 1 ist £ < C. Somit ist §(€) < C, das heilt fiir alle
Ce (&) gilt wie behauptet CNnD e §(E). O

Vorlesung 4

Fr, 24.10.
Theorem 1.2.13 (Eindeutigkeitssatz fiir MaRe). Sei A < 2% eine o-Algebra auf einer Men- E)erglzrz]. ,:f n)qit

geQ, sei £ < A ein Erzeuger von A und seien p,v: A — [0,00] zwei MafSe. Es seien folgende Theoremf.2.13]
Eigenschaften erfiillt:

(1) Der Erzeuger & ist stabil beziiglich endlicher Durchschnitte.
(2) FiiralleE € & ist uW(E) =v(E).

(3) Esgibteine Folge E; € E» < ... in & mit der Eigenschaft Upen En = Q und u(Ey) < oo
fiirallen e N.

Danngilt u=v.

Man kann zeigen, dass das Theorem auch dann noch giiltig bleibt, wenn man in An-
nahmenicht voraussetzt, dass die Mengen Ej, Es, ..., sukzessive ineinander enthalten
sind, weglasst. Das ist nicht viel schwieriger, macht den Beweis aber am Ende ein wenig
technischer. Weil die Aussage so, wie wir Sie oben formuliert haben, fiir viele Zwecke be-
reits ausreicht, verzichten wir darauf die allgemeinere Variante in der Vorlesung zu be-
sprechen. Wenn Sie sich fiir den Beweis der allgemeineren Variante interessieren, finden
Sie ihn zum Beispiel in [I, Theorem I1.5.6 auf Seite 64].

Vor dem Beweis von Theorem 1.2.13]ist es sinnvoll etwas Intuition fiir seine Aussage
zu gewinnen, indem wir damit die Eindeutigkeit das Lebesgue-Malles zeigen.

Beispiel 1.2.14 (Eindeutigkeit des Lebesgue-MaRes). Sie R? mit der Euklidischen Metrik
versehen. Es gibt hochstens ein Ma 14: B (R%) — [0,00], welches auf abgeschlossenen

Quadern die Formel (I.2.1) aus Beispiel[I.2.2[(c)|erfiillt.
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Beweis. Seien Ad,;ld: B([R%) — [0,00] zwei MaRe, die die Formel (1.2.1) erfiillen. Sei € <
d
2R die Menge aller Quader der Form

[ay, byl x - x [ag, bg] <R?

fir ay,...,aq4, b1,...,bgeRmit a; < by, ..., ag < by. In Aufgabe 2.4(a) auf Hausaufgabe-
blatt 2 haben Sie gezeigt, dass sich jede nichtleere offene Menge in R als Vereinigung
von abzihlbaren vielen solcher Quader schreiben ldsst und erhalten somit 3 R = g (€).
Aullerdem ist £ offenbar stabil beziiglich endlicher Durchschnitte. Die Mafl3e 1, und Aa
erfiillen die beiden Annahmen [2)lund[(3)]in Theorem[1.2.13}

Fiir jedes E € £ sind A4(E) und A4(E) laut Voraussetzung durch die Formel
gegeben, also ist 14(E) = )Ntd(E).

Setze E,, := [-n,n]? fiir jedes n € N. Dann gilt E; € E» < ... und Upen En = R?. Fiir
jedes n e Nist E,; € £ und laut Formel (1.2.1) 14(E,) = 2n)? < oco.

Also sind alle Annahmen aus Theorem [1.2.13|erfiillt und das Theorem impliziert somit
Ag = ;ld. O

Beweis von Theorem[L.2.13 Betrachten wir zunichst eine feste Menge E € £ mit u(E) <
oo. Wir setzen

Dp:={Ac A| W(ANE)=v(AnBE)}.
Lassen Sie uns zeigen, dass D ein Dynkin-System auf Q ist.
Axiom[[D} Esgilt @ € Aund u(@nE) =0=v(@NE), alsoist @ € Dg.

Axiom[({I)} Sei A € Dg. Dann ist wegen A € A auch AC € A. Wir verwenden nun die Men-
gengleichheit En AL = E\(En A). Wegen u(E) = v(E) < oo folgt aus dieser Mengen-
gleichheit laut Proposition|1.2.3{(c)

w(ENAY = WE) - WEN A) =v(E) - v(EN A) = v(EN AY),

wobei wir fiir die zweite Gleichheit verwendet haben, dass En A € Dg gilt. Also ist
tatsichlich AL e D E.

Axiom[(II)l Seien Ay, Ay, - € DE paarweise disjunkt. Dann sind auch die Mengen A; N
E, A» nE,... paarweise disjunkt, also folgt aus der o-Additivitdt von MaBen

o0

pENU A =p(U EnAp =} pEn Ay
keN keN k=1

=Y v(EnAp =v(UJ EnA =v(En | Ax);
k=1 keN keN

fiir die Gleichheit zwischen den beiden Zeilen haben wir verwendet, dass jede der
Mengen Ay ein Element von Dp, ist. Wir haben Uren Ak € Dr gezeigt.
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1.3. Konstruktion von Maflen

Also ist D tatsdchlich ein Dynkin-System. Weil £ laut Annahme|(I)]stabil beziiglich end-
licher Durchschnitte ist, folgt aus Annahme dass £ € Dg ist und somit gilt 6 (£) < Dg.
Also haben wir u(An E) = v(ANE) fiir alle A€ § () gezeigt.

Da €& stabil beziiglich endlicher Durchschnitte ist (Annahme [(I)), folgt aus Theo-
rem|[1.2.12|5(€) = 0 (&) = A; das heidt, wir wissen nun, dass u(An E) = v(An E) fiir alle
Aeéd(&)fiiralle Ae Aist. Da E € £ mit u(E) < oo beliebig war, gilt dies fiir all solche E.

Wir zeigen nun mit Hilfe von Annahme dass hieraus die Behauptung folgt. Fiir
jedes Ae Agilt A=U,en(ANER). Wegen ANE; € AN E, <... folgt somit aus Propositi-
on|1.2.3(d)|

w(A) = lim u(AnEy) = lim v(AnE,) =v(A),
n—oo n—00

womit die Behauptung gezeigt ist. O

1.3 Konstruktion von Malen
Einstiegsfragen.
(a) Woher wei man, dass das Lebesgue-Mal3 (Beispiel[1.2.2(c)) existiert?

(b) Wie wiirden Sie versuchen die “Lénge” einer Menge M < R “von auflen” zu appro-
ximieren?

Fiir viele interessante Malle, zum Beispiel fiir das Lebesgue-Malfs, kann man die Exis-
tenz nicht einfach direkt zeigen, sondern man benétigt eine Reihe vorbereitender Schrit-
te. Der erste Schritt ist es oft, zuerst eine Funktion zu bauen, die auf der kompletten
Potenzmenge 2 der gegebenen Menge Q definiert ist, dafiir aber etwas schwichere Ei-
genschaften hat als ein Mal3:

Definition 1.3.1 (AuRere MaRe). SeiQ eine Menge. Eine Funktion p*: 2 — [0,00] nennt
man ein dulleres Maf3, falls sie die folgenden drei Axiome erfiillt:

() Esgilt u* (@) =0.

(I) o-Subadditivitit: Fiir jede Folge von Mengen Aj, A, --- € 29 gilt

(U An) = Yt (A,
n=1

neN

(IlI) Fiir alle A, B €22 mit AcB gilt u* (A) < u*(B).
Der Vorteil von dulleren MaRen ist, dass man relativ einfach welche konstruieren

kann. Hier ist ein wichtiges Beispiel, dass wir anschlieend verwenden werden um dar-
aus das Lebesgue-MaR auf R zu konstruieren.
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Vorlesung 5
(Mi, 29.10.)
beginnt mit
dem Beweis
von
Al(a,b)=b-a
in Beispiel[1.3.2]

1. MASSE

Beispiel 1.3.2 (Das Lebesguesche duere Mal§ auf R). Fiir jedes A€ 2R sei /lf (A) € [0,00]
definiert durch

oo
AL(A) = inf{ S (bn—an) | anbp€R, ay<by, | lan by) 2 A}.

n=1 neN

Dann ist /lf : 2R [0, 00] ein duleres MaR auf R, das sogenannte ein-dimensionale Le-
besguesche dulere MaR. Fiir alle a, b € Rmit a < b gilt 1] ([a, b)) = b - a.

Beweis. Wir priifen zuerst fiir 1] die drei Axiome aus Definition nach.

[M] Wir wihlen a,, = b,, := 0 fiir alle n € N. Dann gilt @ = [0,0) = U,en[0,0) = Upenl@n, br)
und Y07, (b, — apn) = 0. Also ist A} (@) < 0 und somit A} (@) =0.

Seien Aj, Ay,--- € 2R, Wenn Af (A,) = oo fiir mindestens einen Index 7 gilt, dann ist
die behauptete Ungleichung klar. Also sei nun A7 (Ay) < oo fiir alle n € N.

Sei & > 0 beliebig, fest. Fiir jedes n € N gibt es Zahlen a{” < b{”, a{” < by, ...,
mit A, € Uz‘ll[ai"),bgcn)) und Z%":l(bg” - a}cn)) < Aj(Ap) + 57. Wenn wir alle diese
halboffenen Intervalle [a}cn), b;c")) fur alle n, k € N zusammennehmen, dann sind es
noch immer abzihlbar viele (da N x N abzdhlbar ist) und sie {iberdecken gemeinsam
die Menge U, en Ar. Aullerdem ist

AU ¥ 0P -a™<Y A +—=)=Y A (A + ¢
neN k,neN n=1 2 n=1

Da & > 0 beliebig war, folgt A} (Unen An) < Xnen A (An).

[dID)] Seien AB € Rmit A < B. Dann ist jede Uberdeckung von B durch Intervalle der Form
[an, by) auch eine Uberdeckung von A. Also ist die Menge, deren Infimum in der
Definition von /IT (B) gebildet wird, eine Teilmenge der Menge, die in der Definition
von A (A) gebildet wird. Weil kleinere Mengen gréfere Infima haben, folgt 17 (A) <
A¥(B).

Seien nun a, b € R mit a < b fest. Wir miissen noch die Formel 1] ([a, b)) = b~ a zeigen.

“<” Wegen [a, b) < [a,b) U5, [b,b) gilt ] ([a, b)) < (b—a) + X5 ,(b—b)=b-a.

n=2 n=2

“>" Seien a; < by, a» < by, ...reelle Zahlen [a,b) S Uj’;l[an,bn). Wir miissen b—a <
> (by — ay) zeigen.

Sei dazu € > 0 beliebig, fest. Wir fiigen noch ein weiteres halboffenes Intervall hinzu,
indem wir ag := b and by := b + ¢ setzen. Dann gilt

0o 00 £
la,b] = LJ[anybn)g LJ(an"Ezybn)
n=0 n=0
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1.3. Konstruktion von Maflen

Weil [a, b] kompakt ist und die Intervalle (a,, — 2%, b,) offen sind, finden wir endlich
viele verschiedene Indizes n;,..., ny € Ny mit

£

znk ’ bnk)

l
[a’ b] = U (ank -
k=1

Laut Aufgabe 3.3 auf Hausaufgabenblatt 3 folgt daraus

d £ °° £
b-a< kgl(bnk —(an, - ﬁ)) < n;o(bn —an+53)

Y (bp—ap)+2e=) (by—ap) +3¢,

n=0 n=1

wobei wir im vorletzten Schritt die geometrische Summenformel 9 zin =2 und
im letzten Schritt die Eigenschaft by — ap = € verwendet haben. Da € > 0 beliebig war,
folgt die behauptete Ungleichung. O

AuBere MafRe sind zwar im Allgemeinen keine Male, aber man kann aus einem du-
Beren MaB p* stets ein Maf$ u konstruieren, indem man p* auf eine geeignete o-Algebra
Ay- €22 einschrénkt. Das ist der Inhalt des folgenden sehr niitzlichen Resultats.

Theorem 1.3.3 (Von duReren MaRen zu MaRen). Sei Q eine Menge und p* : 2 — [0,00]
ein dufseres Mafs. Wir setzen

Ay ={Ae2?| u*(Cn A) +u*(Cn AY) = u* (C) fiir alle C € 29},
Dann ist Ay eine o -Algebra auf Q) und die Einschrdnkung u*| 4. : Ay» — [0,00] ein Maps.
Beweis. Der einfacheren Notation halber setzen wir fiir den Beweis A := Aj-.

Beweisschritt 1: Zunichst beobachten wir, dass eine Menge A € 22 genau dann ein Ele-
ment von A ist, wenn fiir alle C € 29 die Ungleichung

L (CnA) +p*(CnAY < p*(C) (1.3.1)

gilt, denn die umgekehrte Ungleichung gilt wegen der o-Subadditivitdt von dulleren

MaRen (Definition[1.3.1(ID)) fiir alle A, C € 2.

Beweisschritt 2: Als ndchstes zeigen wir, dass A stabil beziiglich endlicher Durchschnitte
ist. Seien dazu A, B € A und C € 2. Wegen

cnanBt=ccnayucnBy=cnanBuECnBY
und wegen der Subadditivitdt von dulleren Malien gilt
L (CNANB)+u* (CNnANBY) =p* (CNANB) +p*(Cn A nB) +u* (CnBY

=p*(CNB)+u*(CnBY = u* (0);
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1. MASSE

Dabei haben wir im ersten Schritt die Subadditivitdt von u* verwendet, im zweiten
Schritt die Eigenschaft A € A (allerdings nicht mit der Menge C € 29, sondern mit
der Menge CN B € 29 und im dritten Schritt die Eigenschaft B € A. Also ist die
Ungleichung (fiir die Menge AN B anstelle der Menge A) erfiillt, das heif3t, es
gilt tatsdchlich An B € A.

Beweisschritt 3: Nun zeigen wir, dass .4 ein Dynkin-System ist. Da wir aus Beweisschritt 2

22

wissen, dass A stabil beziiglich endlicher Durchschnitte ist, folgt dann aus Proposi-
tion|1.2.10} dass .4 sogar eine o-Algebra ist. Wir priifen fiir .A die drei Axiome aus der
Definition von Dynkin-Systemen (Definition[I.2.6) nach:

[@M] Sie C € 2. Dann gilt
pr(CNn@)+u*(Cn ol = w (@) +u*(C)=pu*(0),

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass dufiere MaRe die leere Menge
auf 0 abbilden. Also ist @ € A.

Sei A€ .Aund sei C € 2. Dann gilt
(CnA +pr(Cnahb) = p*(Cn AY) + pu*(CnA) = p* (O),

wobei wir im letzten Schritt die Eigenschaft A € A benutzt haben. Es folgt Abe A

Seien Aj, Ay,--- € A paarweise disjunkt. Sei auBerdem C € 22 Da A; zu allen
anderen A, disjunkt ist, gilt Ay =77, A%. Daraus erhalten wir

ur(Cnar)+p(cn N A)=w(cn N Ao )+ p(Cn N AL AF)
n=1 n=2 n=2
n=2

weil A; € A ist. Wenn wir genau dasselbe Argument fiir A, wiederholen, erhalten

wir
,u*(Cm Az) +/,L*(Cm szAEl) = ,u*(Cm fiAE,)
und somit insgesamt
S wr(enan)su(en ) ) =ur(on () 43

Indem wir dieses Argument fortfiihren, erhalten wir induktiv

3 w(cna,)+p(cn N A)=p(cn N A)<p©
n=1 n=1 n=N+1



1.3. Konstruktion von Maflen

fur alle N € N. Wegen der Subadditivitdt von u* folgt also

w©=pr(cnl A+t (cn(U 4n)) (1.3.2)
n=1 n=1
<Y p(CnAy +y*(Cm N A%) < u*(0). (1.3.3)
n=1 n=1

Somit ist U,-1 Ay € A, wie behauptet.

Beweisschritt 4: Zuletzt beweisen wir, dass die Einschrankung u*|4 ein MaR ist. Da p*
ein dulleres Mak ist, wissen wir bereits, dass u* (@) = 0 ist. Wenn A;, Ay, -+ - € A paar-
weise disjunkt sind und wir Formel die Menge C := U}, Ay einsetzen, dann
erhalten wir

o0

w( lAn) =D 1 (Ap),
= n=1

n

was die Behauptung zeigt. O

Manchmal ist es bequem, den Elementen der o-Algebra A« aus Theorem fol-
gende Bezeichnung zu geben:

Definition 1.3.4 (Messbarkeit beziiglich dullerer MaBe). Man nennt in der Situation von
Theorem diejenigen Mengen A € (), die Elemente von A+ sind, p*-messbar.

Mit Hilfe von Theorem konnen wir die Existenz des Lebesgue-MaRes zeigen.
Wir geben die Details nur im eindimensionalen Fall an (Beispiel|1.3.5), aber im mehrdi-
mensionalen Fall kann man ganz analog vorgehen (Beispiel[1.3.6).

Beispiel 1.3.5 (Das Lebesgue-Mal} auf R). Fiir das Lebesguesche dullere Mal3 A} : 2R
[0,00] gilt B(R) < Aj» und Ay ([a, b]) = b- afiiralle a, b € Rmit a < b. Somit ist

A=A Bw): BR) — [0,00]

ein Mal} mit der Eigenschaft 1, ([a, b]) = b — a fiir alle a, b € R mit a < b (und laut Bei-
spiel[1.2.14]das einzige MaR B(R) — [0, c0] mit dieser Eigenschaft).
Damit ist die Existenz (und die Eindeutigkeit) des Lebesgue-Males auf R gezeigt.

Beweis. Die folgende Notation ist hilfreich, um den Beweis effizient aufzuschreiben. Wir
setzenZ :={[a,b) | a,b€eR, a< b} <2® und fiir jedes [a, b) € Z mit a < b bezeichne die
Liange von [a, b) mit mit ¢([a, b)) :=b— a.

Man tiberlegt sich schnell, dass o(Z) = B(R) gilt. Es geniigt also 7 < Aj): zu zeigen um
die behauptete Inklusion B(R) < A Ar zu erhalten. Sei dazu also [a, b) € Z mit a < b und
sei C € 2R, Wir wollen [a, b) € A,lf zeigen. Weil 1] o-subadditiv und wegen A} (@) = 0)
somit auch subadditiv ist, geniigt es

A(Cnla,b)+Ai(Cnla,b’) <A} (0
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1. MASSE

zu zeigen. Sei dazu € > 0 beliebig, fest. Dann gibt es reelle Zahlen a; < by, az < by, ... mit
der Eigenschaft US>, [an, by) 2 C und mit 35, £([ay, by)) < A7 (C) + €. Wegen

N———

n=1
€T
und  Cnla,b)* < | [an bp) N (—00,@) U | [an, bn) N [b,00)
n=1"% v~ 7 n=1" ~~ g
€T €z

erhalten wir

)

)C
Y ¢(lan, bp) N (=00,@)) + Y_ €(lan, by) N [b,00))

1 n=1

IA
18

A(Cnla,b)+Aj(Cnlab
¢([an, by) Nla, b)) +
n

S
1l
—

I
18

O(lan, bp)) < A1 (O) +¢;

S
1l
—

Fur die Gleichheit zwischen der zweiten und dritten Zeile haben wir verwendet, dass
¢(lan, bp)) = €(lan, by)nla, b))+ €([an, by) N (—o00,a)) +£([an, by) N1b,00)) gilt - das heilt,
dass die Liange eines Intervalls, dass aus endlich vielen aneinander angrenzenden Teil-
intervallen zusammengesetzt ist, gleich der Summe der Lange der Teilintervalle ist. Da
€ > 0 beliebig war, gilt tatsédchlich [a, b) € AA; . Also ist wie behauptet B(R) < AA;.

Wir miissen noch zeigen, dass fiir , b € R mit [, b] die Gleichheit A} ([a,b]) =b—a
gilt. Aus Beispielwissen wir bereits, dass A ([a, b)) = b — a gilt. Wir jedes & > 0 gilt
{b} < [b, b+ ¢) und somit A} ({b}) < A} (b, b+ €)) = €, wobei wir fiir die Ungleichung die
Monotonie dulerer MaBle verwendet haben. Also ist A} ({b}) = 0.

WEeil [a, b] und {b} Elemente von B(R) sind und )L;‘ eingeschriankt auf B(R) ein Mal3
ist, folgt A} ([a, bl) = A5 ((a, b)) + A} ({b}) = (b—a) +0=b - a. O

Beispiel 1.3.6 (Das Lebesgue-MaR auf R4). Die Existenz des Lebesgue-MaRes 1 4: B(R?) —
[0,00] kann man im Prinzip genauso zeigen wie im eindimensionalen Fall.

Anstelle der halboffenen Intervalle [a, b) arbeitet man nun mit halboffenen Quadern
der Form

(a1, b1) x - x[ag, bg).

Dadurch werden viele der Beweise, die Sie in diesem Abschnitt[1.3]im eindimensionalen
Fall gesehen haben, noch etwas technischer im Aufschrieb. Die Quintessenz der Bewei-
se bleibt aber dieselbe, weshalb wir den mehrdimensionalen Fall hier nicht im Detail
aufschreiben.

Sie werden im nachfolgenden Abschnitt tibrigens eine Technik kennenlernen,
die man unter anderem verwenden kann, um das mehrdimensionale Lebesgue-MaR3
aus dem eindimensionalen Lebesgue-Mal! zu konstruieren: sogenannte ProduktmaRe.
Hierzu benotigt man aber das Existenzresultat im unten stehen Theorem[1.4.5} dessen
Beweis wir erst im Laufe von Kapitel 2] geben werden.
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1.4. Produktmalle

1.4 Produktmalle

Einstiegsfragen.

(a) Wenn Sie das die Flidche einer Menge M < R? und die Linge einer Menge I < R
kennen, kennen Sie dann auch das Volumen von I x M < R3?

(b) Nehmen Sie an, Sie werfen einen Wiirfel zweimal in Folge. Wie hoch ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass der erste Wurf eine ungerade Zahl ergibt und der zweite Wurf
eine der beiden Zahlen 1 oder 2?

Wenn Sie ein Rechteckt im R? betrachten, dann ist seine Fliche gleich dem Produkt
seiner beiden Seitenlingen. Wenn Sie einen Quader im R? betrachten, ist sein Volumen
gleich dem Produkt seiner drei Seitenléngenﬂ auBerdem kann man das Volumen auch
als Produkt einer Seitenldnge und der dazu orthogonalen Seitenfldche schreiben. Diese
Idee — einem kartesischen Produkt aus zwei (oder endliche vielen) Mengen — als MaR das
Produkt der MaRe der einzelnen Mengen zuzuordnen — kann durch die unten stehen-
de Definition[1.4.3|axiomatisieren. Hierfiir benétigen wir noch die folgende Konvention
iiber das Produkt von 0 und oo:

Definition 1.4.1 (Null mal unendlich). In der Ma3- und Integrationstheorie setzen wir
0-0c0:=00-0:=0.

Das finden Sie vermutlich ungewohnt und auf den ersten Blick etwas merkwiirdig.
Die Motivation fiir Definition ist geometrisch: Betrachten Sie zum Beispiel im R?
eine unendlich Lange gerade, zum Beispiel die x;-Achse R x {0}. Diese Linie besitzt die
Flache 1, (R x {0}) = 0 ({ibrigens: warum eigentlich?). Zugleich erwartet man aber an-
schaulich, dass die Fliche der Menge R x {0} dort die Formel “Lange mal Breite” gegeben
ist. Die “Linge” von R x {0} ist co und die “Breite” gleich 0, also dringt es sich auf das
Produkt von 0 und oo also 0 zu definieren. Aber Vorsicht:

Bemerkung 1.4.2 (Unstetigkeit der Multiplikation bei (0,00)). Aus der Analysis 1 und 2
sind Sie es gewohnt, dass Multiplikation sich stetig verhélt: Fiir zwei konvergente Zah-
lenfolgen a,, — aund b, — b gilt a,b,, — ab fiir n — co.

Wenn aber zum Beispiel a = oo ist (das heil3t,(a,) konvergiert nicht gegen eine reel-
le Zahl, sondern konvergiert uneigentlich gegen co) und b = 0 ist, dann stimmt das im
Allgemeinen nicht mehr (manchmal aber schon):

(@) Seia,=n?und by, = < fiir alle n € N. Dann gilt fiir n — co

a, — oo, b, — 0, anb, =n—o00#00-0.
(b) Seinun stattdessen Sei a, = nund b,, = # fiir alle n € N. Dann gilt fiir n — oo

1
a,; — 00, bn_’o, anbnzﬁ—*OZOO'O.

“Das hatten wir iibrigens — in beliebiger Dimension d € N — als definierende Eigenschaft des Lebesgue-

MaBes verwendet, siehe Beispiel
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Man muss also aufpassen, unter welchen genauen Bedingungen Resultate iiber Kon-
vergenz und Stetigkeit tatsdchlich gelten. Nun kommen wir zur bereits angekiindigten
Definition, um die sich dieser Abschnitt dreht.

Definition 1.4.3 (Produkt-o-Algebren und ProduktmalRe).

(a) Sei m € N und seien (Q1,.A1),...,( Qm, A;) Messrdume. Dann nennt man die o-
Algebra

A1® - ® Ay i=0({A1xx Ay A€ A1, A€ An})
auf Qp x -+ x Q, die Produkt-o-Algebra der o-Algebren A;,..., Ap,.
(b) Sei m € Nund seien (Q1,.A1, 1), ..., (Qm, Am, Um) Mallraume. Ein Maf$
prA @9 A, —[0,00]
nennt man ein ProduktmaR der Malle p, ..., iy, falls es

WA x---x Apy) = 1 (Ag) - ---- Hm(Am)
fiir alle A; € A4, ..., A, € Ay, erfillt.
Hier ist ein einfaches Beispiel fiir ein Produktmalfs.

Beispiel 1.4.4 (Wiirfeln). Auf Q; :={1,...,6} betrachten wir das Wahrscheinlichkeitsmafd
s 2 — [0,00], das durch p (A) = % fiir alle A € 2% gegeben ist. AuRerdem setzen wir
Qg = Ql und M2 == 1.

Lassen Sie uns auf dem Produktraum Q; x Q, = {1,...,6}* das Wahrscheinlichkeits-
maB p: 2% — [0,00] betrachten, dass durch u(C) := £€ fiir alle C € 21 definiert ist;
es beschreibt anschaulich die Wahrscheinlichkeit, beim zweifachen Werfen eines Wiir-
fels ein Paar von Augenzahlen zu erhalten, dass in C liegt. Es gilt folgendes:

(a) Esist217% =2 g2,
(b) Das MaR p ist ein Produktmall von u; und go.

Beweis. [(@) In den Ubungen werden Sie beweisen, dass das sogar fiir alle endlichen
Mengen Q; und Q; gilt.

[(B)] Seien A€ 2% und B € 2% = 2% Dann gilt

#(AxB) #A-#B #A#B
= :——:ul(A)yz(B). O

AxB)=
H ) 36 36 6 6

Falls Sie tibrigens finden, dass die bisherigen Beispiele zu Wahrscheinlichkeitsmalen
eher einfach gestrickt waren, keine Sorge: In Kapitel [2] werden wir auch interessantere
Beispiele von Wahrscheinlichkeitsmalen treffen.

Es liegt die Frage nahe, ob zwei Mal3e (oder allgemeiner endlich viele Mal3e) immer
ein Produktmal? besitzen. Die Antwort ist ja:
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Theorem 1.4.5 (Existenz von Produktmalien). Es sei m € N und es seien (Q1,.A1, 1), -- .,
(Qm, Am, Um) Mafsrdume. Dann gibt es ein Produktmafs u der Mafse 1, ..., iim.

Wir werden das Theorem an dieser Stelle noch nicht beweisen, kommen darauf aber
in Kapitel 2 noch einmal zuriick. Zusidtzlich zur Existenz dringt sich die Frage auf, ob
Male yy,..., 4m mehrere verschiedene ProduktmaRe besitzen konnen oder ob es stets
nur eines gibt. Fiir o-endliche Maf3e ist das ProduktmaR tatsdchlich eindeutig, wie wir
nun zeigen.

Korollar 1.4.6 (Existenz und Eindeutigkeit von Produktmafen im o -endlichen Fall). Sei
m e N und seien (Q1, A1, 1), .. ., (Qum, Am, Um) 0 -endliche Mafsréiume. Dann gibt es genau
ein Produktmafs der Mafse ,, ..., pmﬂ

Vorsicht: Wenn man die o-Endlichkeit als Voraussetzung wegldsst, dann kann es im
Allgemeinen mehr als ein Produktmal} geben. Darauf gehen wir an dieser Stelle aber
nicht weiter ein[’]

Beweis von Korollar(1.4.6 Theorem besagt die Existenz eines Produktmalles, wir
miissen also nur noch die Eindeutigkeit zeigen. Seien u,v: A; ® x ® Ay, — [0,00] zwei
Produktmalfie von yy, ..., ty,. Sei

E = {Al XX Am | Ar €A1,...,Am€Am}.

Wir verwenden den Eindeutigkeitssatz fiir Malle, Theorem|1.2.13] fiir das Mengensystem
£. Lassen Sie uns nachpriifen, dass die Voraussetzungen des Theorems erfiillt sind:

Seien A, B € £. Dann gibt es Mengen A}, By € Ay, ..., A, Bm € Ay mit A= Ay x -+ x
Ay und B = B; x --- x By, und somit ist

ANB=(A1NBy) x---x(AnnNBy) €.
Also ist £ tatsdchlich stabil beziiglich endlicher Durchschnitte.

Sei Ae £. Dann gibtes Ay € Ay, ..., A € Ay mit A= Ay x--+ x Ap,. Somit folgt aus
der Definition von ProduktmaRlen

p(A) = pu1(Ag)----- Um(Am) =Vv(A).

Also stimmen die Mal3e py und v auf dem Erzeuger £ {iberein.

8Wir werden weiter unten in diesem Abschnitt zeigen, dass es immer mindestens ein ProduktmaR gibt.
Zusammen mit dieser Proposition wissen wir dann also: Fiir o-endliche Mal3e 3, ..., 4, gibt es genau ein
ProduktmaR.

9In einer fritheren Version des Manuskripts wurde hier behauptet, dass wir ein Gegenbeispiel in den
Ubungen besprechen. Das ist aber offenbar doch etwas technischer, als ich zunéchst gedacht hétte, deshalb
ist die Zeit vielleicht besser genutzt, wenn wir stattdessen andere Dinge in den Ubungen besprechen.
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Fiir jedes k € {1,...,m} gibt es wegen der o-Endlichkeit von (Q, Ak, 1x) eine Folge
von Mengen Eik) c Eék) C ... in A, die Q liberdecken und ,uk(E,(qk)) < oo fiir alle
n € N erfiillen. Wir setzen

Epn=EPx...xEMe¢

fiir jedes n € N. Dann gilt E; € E> <... und u(E;) = ul(E;”) X eee X pm(Eﬁlm)) < oo und

(&) o0 [e9]
U En= (U EDP)xox (U B = Qi
n=1

n=1 n=1

Also sind alle Voraussetzungen von Theorem [1.2.13|erfiillt und das Theorem impliziert,

dass p =v gilt. O
Vorlesung7
(bnglg'iﬁi:%r- Notation 1.4.7 (ProduktmaRB). Sei m € N und seien (Q1, A1, t1), ..., (Qum, Amym) O-

aussichtlich mit endliche Maffrdume. Dann notiert man das (laut Korollar existente und eindeutig
Notationfi35  pestimmte) ProduktmaR der MaRe U1, .. [y als

U1 ® @ Uy Ar1®---® A4, — [0,00].

Wie Sie wissen, kann man fiir “interessante” o-Algebren wie beispielsweise die Borel-
o-Algebra auf R nicht alle Elemente explizit angeben, und arbeitet stattdessen meist mit
Erzeugern. Um in solche einem Fall mit Produkt-o-Algebren arbeiten zu konnen, ist die
folgende Proposition niitzlich.

Proposition 1.4.8 (Produkt-o-Algebra via Erzeugern). Sei m € N und seien (Q1,4,), ...,
(Qm, Am) Messrédume. Fiir jedes k € {1,..., m} sei aufSerdem & < Ay ein Erzeuger von Ay
und es gebe eine Folge von Mengen Ey. 1, Ex.2, ... € & mitUpen Ex,n = Qk. Dann ist

A1®~~~®Am=0({E1x~~xEm| E1€81,...,Em€6’m}).

Beweis. Wir zeigen beide Inklusionen der behaupteten Mengengleichheit:

“2” Diese Inklusion folgt aus

{A1x - xAp| A€AL,...,Ap € A} 2{E1 x -+ x Epy | E1€&1,...,Em}.

“c” Wir werden mehrfach das Prinzip der guten Mengen verwenden. Zur einfacheren
Notation setzen wir

Ci=0({Bix-x En| B €&, Em € Enl).
Sei

Bi={Bi€A| ByxEyx---xEyeCfiiralle E; €&y,...,Epm € Ep}.
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Dann gilt £; € B;. Aullerdem kann man nachrechnen, dass 3; eine o-Algebra auf Q;
istET] Hieraus folgt A; = (&) < B;. Fiir jedes A; € A, gilt deshalb A; € ) und somit
Ay xEyx---xEyeCfuralle Ey € &y,...,Ep € Em.

Als nichstes definiert man
By = {BzeAgl Ay x By x E3 x---x E,, € C fiir alle A; € A; und E3 €53,‘..,Em€5m}.

Aufgrund des vorangehenden Beweisschritts gilt £, < B>. AuBerdem kann man direkt
nachrechnen, dass B, eine g-Algebra auf Q; ist. Folglich gilt A, = 0 (&) < By. Also gilt
A;x Ay x Egx---x E,e(Cfuralle A; € Ao und Ay € A, und alle E3€ &3, ..., E, € Ep.

Indem man das entsprechende Argument noch m — 2-mal wiederholt, erhilt man
Ay x---x Ay eCfiralle Ay e Ay, ..., A € Ay Also ist

{A1x - xAp| Al€ Ay, Ame An}C
und somit 4; ®---® 4, =C. O

Das Paradebeispiel fiir eine Anwendung von Proposition ist das folgende Resul-
tat tiber Borel-o-Algebren.

Beispiel 1.4.9 (Das Produkt von Borel-o-Algebren). Sei m € N und seien dj,...,d;, € N.
Dann gilt

BRM) ®---® BRI™) = BRA*+dm),

Beweis. Fiirjedes d e Nsei Q4 < 2R die Menge der kompakten Quader in RY, das heift,
das Mengensystem, dessen Elemente alle Quader der Form

la1, b1] x .- x [ag, bg]

mit reellen Zahlen a; < by, ...a4 < by sind. Dann ist Q, stabil beziiglicher endlicher
Durchschnitte und wie bereits im Beweis von Beispiel|l.2.14|bemerkt, gilt 0 (Q4) = B (RY).
Als nichstes beobachten wir, dass

{Ql x-xQpl| Q1€ le,...,QmE Qdm}: Qd1+~~~+dm

gilt. Somit folgt

BRYT) = 0(Qgyra,) = 0 ({Q1 -+ % Q| Q1 € Qv Q€ O, })
=0(Q4) @ ®0(Qy,) = BRM ®---® BRM™),

wobei die Gleichheit zwischen den beiden Zeilen aus Proposition folgt. O

10Fiir die Abgeschlossenheit beziiglich Komplementbildung benétigt man, dass Q1 x E» x --- x Epy € C
furalle Ez € &, ..., Ey € &y, gilt. Dies folgt aus der Annahme, dass man Q; als abzédhlbare Vereinigung von
Elementen aus £; schreiben kann.
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Nach dem vorangehenden Beispiel dringt sich das folgende Beispiel geradezu auf.

Beispiel 1.4.10 (Produkt von Lebesgue-Malfien). Sei m € N und seien dj,...,d,; € N.
Dann gilt

/ld1 ®:-® Adm = Ad1+--~+dm-

Beweis. Das folgt aus der definierenden Eigenschaft des Lebesgue-Malies (Definition|(c)),
der Definition von ProduktmaRen (Definition|1.4.3) und der Eindeutigkeit von Produkt-
mafRen o-endlicher MaBe (Korollar|1.4.6). Die Details besprechen wir in einer Ubungs-
aufgabe. O

1.5 Toplogische im Vergleich zu maRtheoretischen
Eigenschaften von Mengen

Einstiegsfragen.

(a) Stellen Sie sich [0,1] N Q im Vergleich zu [0, 1] eher als kleine oder eher als gro3e
Menge vor? Warum?

(b) WasistIhre Anschauung, wenn Sie an eine “gro3e” Teilmenge von R denken sollen?
Und wenn Sie an eine “groBe” Teilmenge von [0, 1] denken sollen?

In der Analysis 2 hatten wir fiir eine Teilmenge C < M eines metrischen Raumes
(M,d) den Abschluss C definiert als den Durchschnitt aller abgeschlossenen Teilmen-
gen von M, die C enthalten. Da der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Men-
gen ebenfalls abgeschlossen ist, ist auch C abgeschlossen — und man sieht leicht, dass C
die kleinste abgeschlossene Teilmenge von M ist, die C enthéiltE]

Wir fiihren jetzt noch zwei weitere Begriffe ein, die zu Teilmengen eines metrischen
Raumes gehoren. Einen von beiden, den Rand, hatten wir in der Analysis 2 ab und zu
umgangssprachlich verwendet, ihn aber bisher nicht prézisiert.

Definition 1.5.1 (Inneres und Rand einer Menge). Sei (M, d) ein metrischer Raum und
Cc M.

(a) Das Innere von qlzﬂl—_g]ist die Menge
c=J U

uscC,
U offen

Hyergleichen Sie das am besten mit der Definition der von einem Mengensystem & < 29 quf einer Men-
ge Q erzeugten o-Algebra o (€) < 22, Sie werden feststellen, dass C und o/(&) ganz analog definiert sind.

121n manchen Quellen wird alternativ auch der Begriff offener Kern von C benutzt. Das ist aber vielleicht
ein bisschen aus der Mode gekommen, und vor allem ist der Begriff “Kern” in der Analysis ohnehin schon
mit mehreren Bedeutungen tiberladen. Ich wiirde Thnen deshalb empfehlen, einfach vom Inneren von C zu
sprechen.

13Manchmal setzt man in der Notation C° den Kreis auch direkt iiber C. Ein Nachteil von dieser alternati-
ven Notation ist, dass sie sich nicht gut fiir Mengen verwenden ldsst, die aus mehreren Mengen zusammen-
gesetzt sind: Zum Beispiel ist die Bedeutung von (C; N C»)° klar; wenn man den Kreis stattdessen iiber die
Menge C; n Cy setzen mochte, wird die Notation etwas merkwiirdig und im schlimmsten Fall uneindeutig.
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Die Elemente von C° nennt man die inneren Punkt von C.
(b) Die Menge 0C := C\ (C°) nennt man den Rand von C.

In der folgenden Proposition fassen wir einige elementare, aber wichtige Eigenschaf-
ten von Abschluss, Innerem und Rand zusammen. Fiir den Abschluss haben wir manche
dieser Eigenschaften bereits in der Analysis 2 besprochen, aber der Vollstindigkeit hal-
ber fithren wir sie trotzdem noch einmal mit auf.

Proposition 1.5.2 (Eigenschaften von Innerem, Rand und Abschluss). Sei (M, d) ein me-
trischer Raum und sei C < M.

(a) EsgiltC°cCcD.
(b) Ist D<M mitC< D, sogilt C< D undC° < D°.

(c) Die Menge C ist genau dann abgeschlossen, wenn C = C gilt. Sie ist genau dann
offen, wenn C° = C gilt.

(d) Die Operationen Abschluss und Inneres sind idempotent, das heifst, es giltg =C
und (C°)° =C°.

(€) EsgiltC" = (C%)° und Ct = (C°)F.
(f) Der Rand 6C ist abgeschlossen und erfiillt 6C = Cn E
(g) EsgiltdC =a(CY).
(h) Fiiralle Cy,...,C, gilt
C,u---uC,=Cyu---UC, und Cin---NC,cCin---NC,
sowie

(Ciu---uCy)°2CiuU---UC, und (Cin---nCy)°=CiNn---NnC;,.

Beweis.
[@)} [(b) und|[(c)] Das folgt leicht aus den Definitionen von Abschluss und Innerem.
[(d)] Das folgt unmittelbar aus|(c)|

[(e)] Das erhélt man aus der Definition des Randes und des Inneren und daraus, dass eine
Menge genau dann abgeschlossen ist, wenn ihr Komplememt offen ist (und umge-
kehrt).

[F)] EsgiltdC = C\(C°) = CNn(C °) = EHE, wobei die dritte Gleichheit ausfolgt. Insbe-
sondere ist dC als Durchschnitt von zwei abgeschlossenen Mengen abgeschlossen.
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Wegen (CC)E = C folgt dies direkt aus der Formel in|(f)

Wir zeigen die Aussagen iiber den Abschluss; die Aussagen iiber das Innere kann
man analog beweisen oder, alternativ, mit Hilfe von[(e)] aus den Aussagen iiber den
Abschluss herleiten.

Erste Inklusion: Wir zeigen C; U---UC, S CiU---UCy,.

Wegengilt CiU---UC,, € CyU---UC,. AuRerdem ist die rechtsstehende Men-
ge als Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen abgeschlossen und
somit folgt

@

C1U"‘UCn@C_1U“‘UC_n§ _IU"‘UC_n-
Zweite Inklusion: Wir zeigen C; U---U Cj, >2CLU---UCy,.

Erjedes kefl,...,ntgiltCu---UCy, 2 Crund somitwegenauch Ciu---uCy2
Ck. Hieraus folgt die behauptete Inklusion.

Dritte Inklusion: Wir zeigen Cyn---NC, < Cin---NCy.

Wegengilt C1n---NCy, € C1N---NCy,. Die rechtsstehende Menge ist als Durch-
schnitt abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen, also folgt

Cln---nCn@]C_lm--ﬂC_nC_1r1---nC_n,
womit alle behaupteten Inklusionen gezeigt sind. O

Beispiele 1.5.3 (Einige Beispiele zu Innerem, Rand und Abschluss). Wir statten R mit der
Euklidischen Metrik aus.

(a) Esgilt Q =R, Q° = @ and 0Q = R.
(b) Fiir die Menge C := Qn[0,1] gilt C = [0,1], C° = ¢ und 0C = [0,1].

(c) Seien a,b e R mita< b. Dannist [a, b) = [a, b, [a,b)° = (a,b) und 0[a, b) = {a, b}.

Beweis. [(a)] In der Analysis 1 haben wir gezeigt, dass man jede reelle Zahl durch eine
Folge von rationalen Zahlen approximieren kann, also gilt @ = R. Weil zwischen zwei
verschiedenen rationalen Zahlen stets eine irrationale liegt, enthilt @ kein Intervall
mit mehr als einem Punkt, also besitzt @ keine nichtleere offene Teilmenge. Somit
gilt Q° = @. Damit folgt 3Q = Q\ (Q°) =R\ ¢ =R.

Das beweist man analog zu/[(a)]
Den Beweis stellen wir als Ubungsaufgabe. O

Wir erinnern daran, dass man eine Teilmenge C < M eines metrischen Raumes (M, d)
dicht - oder genauer, dichtin M —nennt, falls C = M gilt. Die folgende Charakterisierung
von dichten Teilmengen ist einfach, aber oft niitzlich.
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Proposition 1.5.4 (Charakterisierung dichter Mengen). Sei (M,d) ein metrischer Raum.
Eine Menge C < M ist genau dann dicht, wenn V N C # @ fiir jede nichtleere offene Menge
V c M gilt.

Beweis. “=” Sei C dicht in M und sei V € M nichtleer und offen. Wir wihlen einen
Punkt v € V. Da V offen ist, gibt es € > 0 mit B<.(v) < V. Wegen cC=M gibt es eine
Folge (c;,) in C mit ¢;, — vE]Insbesondere gibt es ein ny € N mit d(cy,, v) < ¢, also ist
Cny € B<¢(v) € V und somitgilt ¢,y € CN V.

“«" Sei VN C # ¢ fiir jede nichtleere offene Menge V < M. Sei x € M. Wir miissen zei-
gen, dass x € C gilt; hjerzu werden wir eine Folge in C bauen, die gegen x konvergiert.

Fiirjedes n € Nist B_1 (x) offen und nichtleer und schneidet somit laut Annahme die
Menge C, das heil3t, wir finden einen Punkt ¢, € Cn B_1 (x). Somit ist (c;)zen €ine

Folge in C und es gilt d(cy, x) < % — 0 und folglich ¢, — c fiir n — co. O

Es gibt dichte Teilmengen von R, die Lebesgue-MaR 0 haben, wie Teil [(c)] des folgen-
den Beispiels zeigt.

Beispiel 1.5.5 (Einige Mengen mit Lebesgue-MakR 0).

(a) Alle Einpunkt-Mengen in R haben eindimensionales Lebesgue-MaR 0, das heif3t,
fiir jedes x € R gilt 4 ({x}) = 0.

(b) Sei AcR abzéihlbarfr_gl Dann ist A Borel-messbar (das heiflt A € B(R)) und es gilt
A1(A4) =0.

(c) Die Menge Q < Rist dicht in R, ist Borel-messbar und erfiillt 1, (Q) = 0.

Beweis. [(@)] Laut Definition des ein-dimensionalen Lebesgue-MaRes (Beispiel gilt
M (fx3) = A1 ([x, x1) = x — x = 0 fiir jedes x € R.

[(b)] Esist A=Ugecafa}l, also ist A als abzéhlbare Vereinigung von Borel-messbaren Men-
gen ebenfalls Borel-messbar. Auferdem folgt aus der o-Additivitdt von A, und aus((a)]

MA) =) M(la)=> 0=0.

acA acA

Die Borel-Messbarkeit von @ und die Eigenschaft 1;(Q) = 0 folgen aus weil Q
abzdhlbar ist. Das @ dicht in R ist, steht in Beispiel O

Definition 1.5.6 (Nirgends dichte Mengen). Sei (M, d) ein metrischer Raum.

14Wwir verwenden wir iibrigens eine kleine notationelle Ungenauigkeit, die man sehr hiufig sieht: Wir
schreiben nicht (cx)en oder (cn) pen,, sondern einfach nur (c;) und lassen die genaue Indexmenge der
Folge somit im Unklaren. Das kann man immer dann tun, wenn die genaue Indexmenge fiir das Argument
keine Rolle spielt.

15150 endlich oder abzihlbar unendlich.
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(a) Eine Menge C < M heil3t nirgends dicht, falls ihr Abschluss keine inneren Punkte
besitzt, das heilst, falls (C)° = ¢ gilt.

(b) Eine Menge C < M heildt mager, wenn man sie als abzdhlbare Vereinigung von
nirgends dichten Mengen schreiben kann.

Lassen Sie uns die Begriffe “nirgends dicht”, “dicht” und “mager” an einem einfachen
Beispiel veranschaulichen:

Beispiel 1.5.7 (Nirgends dichte, dichte und magere Mengen in R). Sei R mit der Euklidi-
schen Metrik ausgestattet.

(a) Jede endliche Teilmenge von R ist nirgends dichtm
(b) Die Menge Q ist dicht und mager in R.

Beweis. [(@)] Sei E <R endlich. Dann ist E abgeschlossen und hat auerdem leeres Inne-
res, weil in E kein Intervall mit mehr als einem Punkt liegt. Also gilt E =E° =g, das
heilt, wie behauptet ist E nirgends dicht.

[®)] Laut Beispielist Q =R, das heift, Q ist in der Tat dicht in R. Andererseits gilt
Q = Ugeolaqh weil @ abzdhlbar ist, ist Q also eine abzdhlbare Vereinigung von Ein-
Punkt-Mengen. Laut|(a)| sind Ein-Punkt-Mengen in R nirgends dicht, also ist Q eine
abzihlbare Vereinigung von nirgends dichten Mengen und somit mager. O

Bitte beachten Sie unbedingt: Wie viele topologische Eigenschaften héngen die Ei-
genschaften dicht, nirgends dicht und mager nicht nur von der Metrik, sondern auch
von der Wahl das umgebenden Raums ab. Zum Beispiel kann man sich leicht iiberle-
gen, dass im metrischen Raum (N, dgy) jede Ein-Punkt-Menge offen ist und somit nicht
nirgends dicht ist.

Proposition 1.5.8 (Eigenschaften von mageren Mengen). Sei(M,d) ein metrischer Raum.
(@) Seien Cy,Cs,--- < M mager. Dann ist auch Uy,en C, mager.
(b) Jede Teilmenge einer nirgends dichten Menge ist nirgends dicht.
(c) Jede Teilmenge einer mageren Menge ist mager.

Beweis. [(a)] Fiirjedes n € N gibt es, da C,, mager ist, nirgends dichte Mengen DS) , D;Z), - C
M mit Cp, = Ugeny DIP. Somit ist

Ua=UUnP- U o,

neN neN keN (n,k)eNxN

Weil N x N abzdhlbar ist, ist U,en Cr, also eine abzédhlbare Vereinigung von nirgends
dichten Teilmengen und somit mager.

18yorsicht: Wenn wir von einer endlichen Mengen sprechen, dann meinen wir eine Menge mit nur end-
lich vielen Elementen, nicht etwas eine Menge mit endlichem MaR.
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[(b)] Sei C < M nirgends dicht und sei B < C. Weil Abschluss und Inneres laut Proposi-
tion monoton sind, folgt ® € B < C = @, also ist B tatsidchlich nirgends
dicht.

Sei C <€ M mager und sei B < C. Dann gibt es nirgends dichts Mengen Dy, D,,--- < M
mit C = Uen Cpr. Somit ist

B=BnC=JBnDy.

neN

Wegen|(b)|ist Bn C, fiir jedes n nirgends dicht, also ist B tatsachlich eine abzahlbare
Vereinigung von nirgens dichten Mengen und somit mager. O

Magere Mengen sind vor allem in sogenannten Baire-Ridumen interessant. Diese de-
finieren wir in Definition [1.5.10|als diejenigen metrischen Rdume, die die 4quivalenten
Bedingungen in der folgenden Proposition erfiillen.

Proposition 1.5.9 (Charakterisierung von Baire-Rdumen). Sei (M, d) ein metrischer Raum.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) Jede magere Teilmenge von M hat leeres Inneres.
(ii) Das Komplement jeder mageren Teilmenge von M ist dicht.

(iii) Wenn Cy,Cs,--- S M abgeschlossene Mengen mit leerem Inneren sind, dann hat
auch Uyen Cr, leeres Inneres.

(iv) Wenn Uy, Us,--- < M offen und dicht sind, dann ist auch (,en Uy dicht.

Beweis. <[ und <[v)” Aus Proposition[1.5.2(e)|folgt, dass eine Teilmenge
C eines metrischen Raumes genau dann leeres Inneres hat, wenn ihr Komplement
dicht ist. Hieraus kann man leicht die beiden behaupteten Aquivalenzen herleiten.

=[{ii)]” Wenn Cj, C,--- < M abgeschlossene Mengen mit leerem Inneren sind, dann
ist jede dieser Mengen nirgends dicht. Also ist U,en C,, mager und hat somit laut[(1)]
leeres Inneres.

faiDl=[@" Sei C = M mager. Dann gibt es nirgends dichte Mengen Dy, D5, - € M mit
C =Upen Dy Die Mengen Dy, D»,... sind abgeschlossen und besitzen leeres Inneres,
also besitzt laut auch U,,en D;, leeres Inneres. Somit ist

c=(yn =(ym) -

neN neN

das heilst C besitzt wie behauptet leeres Inneres. O

Definition 1.5.10 (Baire-Rdume). Ein metrischer Raum (M,d) heilt ein Baire-Raum,
wenn er eine (und somit alle) der d4quivalenten Eigenschaften aus Proposition er-
fallt.

35



1. MASSE

Folgende Einfache Konsequenz aus Proposition und der Definition von Baire-
Réumen ist oft sehr niitzlich.

Korollar 1.5.11 (Uberdeckung durch abzihlbare viele abgeschlossene Mengen). Sei der
metrische Raum (M, d) ein Baire-Raum und M # @. Seien Cy,Cy,--- & M abgeschlossene
Mengen mitUpen Cr, = M. Dann hat mindestens eine der Mengen C,, nichtleeres Inneres.

Beweis. Wenn jeder der abgeschlossenen Mengen C,, leeres Inneres hat, dann sind alle
diese Mengen mager und somit ist auch M = ey C, mager. Da M ein Baire-Raum ist,
folgt hieraus, dass M selbst leeres Inneres hat. Also ist ¢ = M° = M, was der Annahme
M # @ widerspricht. O

Damit Proposition und Korollar |[1.5.11| uns irgendetwas niitzen, brauchen wir
ein Kriterium, mit dem wir beweisen konnen, dass zumindest manche interessante me-
trische Rdume Baire-Raume sind. Solch ein Kriterium folgt im nachsten Theorem.

Theorem 1.5.12 (Satz von Baire). Jeder vollstindige metrischer Raum ist ein Baire-Raum|!|

Beweis. Sei (M,d) ein vollstdndiger metrischer Raum. Wir zeigen Eigenschaft aus
Proposition also dass der Durchschnitt abzdhlbar vieler offener dichter Teilmen-
gen von M wieder dicht ist. Seien also Uy, Uy, € M offen und dicht. Laut Propositi-
on genligt es hierfiir zu zeigen, dass VN, U, # @ fiir jedes offene ¢ # V< M
gilt. Fixieren wir also solch ein V.

Wir bauen nun rekursiv eine Folge (x) nen, in V und eine Folge von Zahlen (r,) yen,
in (0,00) derart, dass r, < %rn_l und B<,, (xz) € VN Be;, , (xp—1) N U, fiir alle n € N gilt.
Anschliefend werden wir zeigen, dass die Folge (x;,) nen, konvergiert und ihr Grenzwert
von VNuen Uy liegt, womit diese Menge nicht leer sein kann. Wir konstruieren (x;) en,
und () nen, auf folgende Weise:

(1) Wir setzen rp := 1 und wihlen x; als ein beliebiges Element von V; solch ein Ele-
ment existiert wegen V # @.

(2) Seien nun fiir ein n € N die Elemente x;,_; € V und r,_; € (0,00) bereits gewahlt.
Dann ist die Menge VN B, , (x,-1) als Durchschnitt zweier offener Mengen offen
und sie ist nichtleer, da sie x,_; enthilt. Da U, laut Annahme dicht in M ist, ist
somit auch die offene Menge V n B<,,_, (x,-1) N Uy nichtleer. Also gibt es einen
Punkt x, in dieser Menge und wegen der Offenheit der Menge finden wir ein r,, €
(0,00) mit B<;, (x) € VN By, (xp-1) N Up. Indem wir r,, falls nétig, noch etwas
verkleinern, erreichen wir zudem, dass r;, < %rn_l gilt.

17Ubrigens kann man das Konzept metrischer Riume verallgemeinern und sogenannte topologische
Rdume studieren. Fiir topologische Rdume gilt Proposition[I.5.9)ebenfalls und auch Baire-Rédume definiert
man genauso. In diesem Rahmen kann man dann noch weitere Klassen von Rdumen identifizieren, die
Baire-Rdume sind (beispielsweise alle kompakten Rdume und allgemeiner alle lokal kompakten Rédume).

Eine Vorlesung Einfiihrung in die Topologie findet in Wuppertal iiblicherweise jedes Wintersemester
statt. AuBerdem geben wir im kommenden Sommersemester innerhalb der Vorlesung Grundlagen der
Funktionalanalysis eine sehr knappe Einfiihrung in topologische Rdume (aber mit etwas anderem Fokus
als in der Einfiihrung in die Topologie).
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Fiir alle n, m € Ny mit n = m gilt
Xn € B<y,(Xn) € B<y,_, (Xp—1) S+ S B<r,, (Xm) (1.5.1)

und somit d(x,, X;,) <rm < % Also ist (x5,) nen, eine Cauchy-Folge und somit wegen der
Vollstdndigkeit von (M, d) konvergent gegen ein x € M.

Fiir jedes feste m € Ny liegt die Folge (x,) nen, Wegen schlieRliclrE;] in der ab-
geschlossenen Menge B<,, (x5,). Also gilt fiir jedes m € N auch x € B<,, (x;,) und somit
x € VnU,,,dasheilt, esist x € VN eny U O

Man interpretiert magere Mengen — zumindest in Baire-Rdumen - als “topologisch
klein”. Uberraschenderweise ist die Frage, ob eine Teilmenge von R topologisch klein ist,
unabhingig davon, ob auch ihr LebesguemaR klein ist. Das zeigen wir in den folgenden
Beispielen mit Hilfe von sogenannten Cantormengen.

Beispiel 1.5.13 (Cantormengen). Wir geben eine Verfahren an um eine Menge sukzessi-
ve “auszudiinnen”:

Ausdiinnen eines Intervalls: Dazu sein € (0, 1). Fiir ein kompaktes Intervall [a, b] < R mit
a < b bezeichne S;([a, b]) =R diejenige Menge, die entsteht, wenn man genau in der
Mitte dasjenige offene Intervall von [a, b] wegnimmt, dessen Linge den Anteil 1 -7
an der Liange von [a, b] hatte. Expliziter ausgedriickt ist also

Sy([a, b)) :=[a,a+ 2 (b—a)lu[b—2(b- a),b].

Ausdiinnen mehrerer Intervalle: Sei weiterhin n € (0,1). Wenn A < R eine Vereinigung
von endlich vielen paarweise disjunkten kompakten Intervallen mit je mehr als ei-
nem Punkt ist — das heilSt, wenn A = [a;,b;] U --- U [ay, by,] fiir Punkte a; < b; < az <
by < - < ap < by ist -, setzen wir S (A) := S;([ay, b1]) U---U Sy([an, by]). Beachten
Sie, dass S, (A) wieder von derselben Form ist, aber aus 27 Intervallen besteht.

Sukzessives Ausdiinnen eines Intervalls: Nun sei (11,) nen €ine Folge in (0, 1). Wir konstru-
ieren eine absteigende Folge von Mengen [0,1] 2 Cy 2 C, 2 Cy 2... durch

Co:=1[0,1] und  Cp:=8,,(Cyho1) fiiralleneN,
und wir setzen

C:= () Cnclo,1l.

neNy

Beachte Sie, dass sowohl die Mengen C,, also auch ihr Durschnitt C von der Wahl der
Folge () neny abhéngen. Man nennt C eine Cantor-Menge. Sie hat folgende Eigen-
schaften:

18Wenn man sagt, dass eine Folge (x,;) schlieRlich in einer Menge C liegt, dann meint man damit, dass
xp € C fiir alle geniigend groflen Indizes 7 gilt — das heift, dass es ein ng gibt mit x, € C fiir alle n = ny.
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(a) Die Menge C ist kompakt.

(b) Die Menge C ist im metrischen Raum (R, dg,i) nirgends dicht (also insbesondere
mager).

(c) Die Menge C besitzt keine isolierten Punkte, das heif3t, fiir jedes ¢ € C und jedes
€ > 0 enthilt B..(c) N C noch weitere Punkte auller cF_g]

(d) Die Menge C ist iiberabzéhlbar.
(e) Die Menge C hat das Lebesguemal’ 1;(C) =lim,_. HZ:I Mk-

Beweis. [(@)] Es ist C als Durchschnitt abgeschlossener Mengen ebenfalls abgeschlossen
und als Teilmenge von [0, 1] beschrédnkt, somit kompaktEG]

[(b)] Wegen [(a))ist C abgeschlossen, also miissen wir nur C° = @ zeigen. Fiir jedes n € Ny
besteht C, aus endlich vielen paarweise disjunkten kompakten IntervallenE-] beim
Ubergang von C,, zu C,; wird jedes dieser Intervalle in der Mittel aufgeteilt und
ein Teil in der Mitte weggenommen. Somit wird die Linge er einzelnen Intervalle in
jedem Schritt mindestens halbiert, das hei3t, jedes der Intervalle C,, aus denen C,,
hat héchstens die Linge zl,, Somit enthélt C, keine Intervall als Teilmenge, welches
langer ist als 2%1

Wenn ¢ > 0 gegeben ist, konnen wir ein n € Ny mit 2L" < € betrachten. Dann enthélt
C, und somit auch seine Teilmenge C keine Intervalle der Linge €. Also enthélt C
tiberhaupt kein Intervall mit mehr als einem Punkt und somit keine nichtleere offene
Menge. Das zeigt C° = @.

Sei ¢ € C und sei € > 0. Wihle wie im Beweis der vorangehenden Teilaussage ein
n € Np mit Zi,, < €. Es gilt ¢ € Cy, also liegt ¢ in einem der Intervalle, aus denen C,
besteht —nennen wir es I,,. Sei d € I, einer der beiden Randpunkte von I,, und d # c.
Weil die Linge von I, hochstens % und somit kleiner als ¢ ist, gilt d € B<.(c). Weil d
ein Randpunkt von C,, ist, folgt aus der Konstruktion der Mengen C,,, dass d € C,,
fiir alle m = n gilt, denn in keinem Schritt wird von einem Intervall ein Randpunkt
entfernt. Zugleich giltde C, < C,,_1 =--- < Cp, also d € C.

[(d)] Aus der Konstruktion der Mengen C, folgt, dass 0 € C,, fiir alle n € Ny und somit
0 € c gilt; also ist C # QSFEI Aus folgt, dass der metrische Raum (C, dgy) keine

19Man kann leicht iiberpriifen, dass das gleichbedeutend damit ist, dass im metrischen Raum (C, dgy)
kein Punkt isoliert im Sinne von Aufgabe 5.1 auf Hausaufgabenblatt 5 ist.

20Hier haben wir verwendet, dass Teilmengen in ([Rd,dEukl) genau dann kompakt sind, wenn sie be-
schrénkt und abgeschlossen sind. Man kann aber auch ohne diese Charakterisierung argumentieren: Mit
Hilfe der Definition von Kompaktheit ldsst sich nédmlich direkt zeigen, dass in einem metrischen Raum der
Durchschnitt von beliebig vielen kompakten Mengen wieder kompakt ist.

21Es sind iibrigens, wie man leicht sieht, genau 27 Stiick, aber das ist fiir den Rest des Arguments nicht
wichtig.

22 pllgemeiner folgt iibrigens aus der Heine—Borel-Eigenschaft kompakter Mengen, dass der Durch-
schnitt einer absteigenden Folge kompakter nichtleerer Mengen immer nichtleer ist. Das impliziert eben-
falls C # 0, allerdings ist dieses allgemeine Argument in der vorliegenden Situation nicht notig.
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1.5. Toplogische im Vergleich zu maQ3theoretischen Eigenschaften von Mengen

isolierten Punkte hat. Weil C laut kompakt istFE] ist (C,dgy) vollstdndig, also ist
C laut Aufgabe 5.1(b) auf Hausaufgabenblatt 5 {iberabzéhlbar.

[(e)] Das Anwenden von S, auf eine Menge verkleinert das Mall der Menge auf das 7,,-
Mn g g
fache. Also gilt fiir jedes n e N

n

n
M(Cn) =NpM (Cpe1) =NaNn-1M (Cp2) = -+ = [ [ ni- M (Co) = [ n&-
k=1

Weil 1, von oben stetig ist (Proposition|1.2.3{(e)) und 1,([0,1]) = 1 < oo ist, folgt die
Behauptung. O

Wenn als (7,) ,eny im vorangehenden Beispiel geeignete konkrete Folgen einsetzen,
sieht man mehrere bemerkenswerte Phinomene:

Beispiele 1.5.14 (Topologische Groe — MaBtheoretische GréRe — Kardinalitét). Alle to-
pologischen Eigenschaften im Folgenden sind im metrischen Raum (R, dgyy) gemeint.

(a) Es gibt eine tiberabzdhlbare Menge C < [0, 1], die nirgends dicht ist.

(b) Es gibt eine Borel-messbare Menge C < [0, 1], die iiberabzédhlbar ist, aber Lebes-
guemall 0 besitzt.

(c) Es gibt eine Borel-messbare Menge C < [0, 1], die nirgends dicht ist, aber 1;(C) >0
erfiillt.

Mehr noch: Fiir jedes € > 0 gibt es eine Borel-messbare Menge C < [0, 1], die nir-
gends dicht ist, aber 1, (C) = 1 — ¢ erfiillt.

(d) Es gibteine Borel-messbare Menge C < [0, 1], die mager ist, aber A, (C) = 1 erfiillt.

Beweis. [(@)] Wir nehmen die Menge C aus Beispiel [1.5.13|fiir irgendeine beliebige Folge
(nn)nen- Diese Menge ist, wie in Beispiel|1.5.13|gezeigt, {iberabzédhlbar und nirgends
dicht.

[(b)] Wir nehmen die Menge C aus Belsplelmmlt NMni=3 fur alle n € N. Dann 1st C
Borel- rnessbar (da kompakt) und iiberabzdhlbar und es gllt A1(C) =lim,,— oo [T =1 2
im0 2 77 =0.

Sei £ > 0. Wir nehmen die Menge C aus Beispiel[1.5.13|fiir ,, := 1 - 55 fiir alle n € N.
Wir zeigen per Induktion tiber n, dass [T}_, nx = 1-X}_, 5z fliralle ne N gilt.
Fiir n = 1 ist die Behauptung klar. Ist die Behauptung fiir ein festes n € N bereits

bewiesen, dann folgt

n+1 £

an—(1—2§)(1—ﬁ)

=1

23Beachten Sie, dass Kompaktheit nicht von der umgebenenden Mengen abhingt — das heiRt zu sagen,
dass C im metrischen Raum (R, dgy)q) kompaktist, ist dquivalent dazu zu sagen, dass C im metrischen Raum
(C,dgyi) kompakt ist.
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1. MASSE

no¢ n+1€

=1-) —

g
k:12k 2n+1 (z::_k) n+121_ 1?'

e

Also ist der Induktionsbeweis erbracht. Insgesamt folgt

n+1 € ® o
M(C) = lim H"’C>nlggo(1_,;§)=1_,§lﬁzl_g’

[(d)] Fiir jedes n € N gibt es laut|(c)|eine Borel-messbare Menge D,, < [0,1], die nirgends
dicht ist und A1;(D,) = 1 - % erfiillt. Wir setzen C := U,en Dy. Dann ist C Borel-
messbar und mager und fiir jedes n € N folgt aus D, < C < [0,1]

1- % sh(Dp) =M (C) =i ([0,1D) =1,

alsoist A;(C) =1. O

Man kann sich fragen, ob man in Proposition vielleicht sogar 1, (C) =1 er-
reichen kann. Das ist nicht der Fall, wie wir in einer Aufgabe auf Hausgabenblatt 6 zeigen
werden.
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Kapitel 2

Integration beziiglich Mallen

2.1 Messbarkeit skalarwertiger Funktionen

Einstiegsfragen. Sei (Q, A4, 1) ein Malraum.

(a) Konnen Sie ein paar messbare Funktionen von Q nach R angeben ohne mehr {iber
Q and A zu wissen?

(b) Wie kann man entscheiden, ob eine gegebene Funktion f : ) — R messbar ist ohne
sich jedes mal tot zu rechnen?

(c) Kann man messare Funktionen f: Q — R durch besonders “einfache” Funktionen
approximieren? Und was bedeutet {iberhaupt “approximieren”?

Wir sprechen in diesem Abschnitt iiber Messbarkeit von Funktionen; diesen Begriff
hatten wir in Definition [1.1.10| eingefiihrt. Folgende Eigenschaft folgt leicht aus dieser
Definition.

Proposition 2.1.1. Seien (Qq, Ao), (Q1,41), (Q2,.A2) Messrdume und seien fi : Qy — Q
und f> : Q1 — Qo messbar. Dann ist auch die Hintereinanderausfiihrung foo fi : Qo — Q»
messbar.

Wenn zwei metrische Raume (M, d;) und (M, d,) jeweils mit der Borel-o-Algebra
ausgestattet werden, dann ist jede stetige Funktion f : M; — M, messbar. Das haben Sie
in Aufgabe 2.1(a) auf Hausaufgabenblatt 2 bewiesen.

Definition 2.1.2 (Zerlegung von skalarwertigen Funktionen). Sei(2 eine Menge.
(a) Furzwei Zahlen a, b € R verwendet man manchmal die Kurzschreibweise
aVv b:=max{a, b} und  aAb:=min{a,b}.
(b) Fiir f: Q — R definiert man die Funktionen f*, f~,|f| : @ — [0,00) durch
ff:=f@vo, [f:=fl)Vo==(f@A0), |f|w:=]|fw]

fir alle w € Q.
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2. INTEGRATION BEZUGLICH MASSEN

(c) Fiir eine Funktion g:Q — C definiert man die Funktionen Re g,Im g : Q — R durch
(Reg)(w):=Re(gw)) und (Img)(w):=Im(gw))

fiir alle w € Q.
Vorlesung 10

(bFerg::;:th pe- (d) Fir fi, f>:Q — Rdefinieren wir fi v f>: Q —Rund fi A f>: Q — R ebenfalls punkt-

finition weise, also durch

(fiv f)w) = filw)V fo(w) und (fin f2)(w) = filw) A fo(w)
fur alle w € Q.

Mit diesen Objekten kann man eine skalarwerige Funktion in positive Anteile zerle-
gen: Jedes g : QO — C lésst sich schreiben als g = Reg +ilm g, und jedes f : Q — R ldsst
sich schreiben als f = f*— f~.

Wir wollen nun tiber Messbarkeit skalarwertiger Funktionen sprechen.

Konvention 2.1.3. Wenn nichts anderes gesagt ist, statten wir R beziehungsweise C als
Wertemengen von Funktionen stets mit der Euklidischen Metrik und der Borel-o-Algebra
B(R) beziehungsweise 5(C) aus.

Fiir einen Messraum (€, A) ist eine Funktion f : Q — R somit laut Definition [1.1.10
messbar, wenn f ~1(B) € A fiir alle B € B(R) gilt. Analog dazu ist g : Q — C genau dann
messbar, wenn g~} (B) € A fiir alle B € B(C) gilt.

Messbarkeit von Funktionen lédsst sich laut Proposition|1.1.11|mit Hilfe eines Erzeu-
ger der o-Algebra im Wertebereich nachpriifen. Jedes der folgenden Mengensystem ist
ein Erzeuger der Borel-o-Algebra B(R):

Eo:={U <R| U ist offen},
&1:={C<R| Cist abgeschlossen},
& :={K = R| K ist kompakt},
E:={(a,b)| a,be Q},
Ey:={la,b]| a,beQ},
&s5:={(-o0,b) | be Q},

&6 :={(—o0,b] | beQ},
&7:={(a,00) | a€Q},

& :={la,00) | a€Q}.

Fiir & ist das die Definition der Borel-o-Algebra. Fiir manche der Mengen &, ..., &g hat-
ten wir die Eigenschaft o () = B(R) beispielsweise in den Ubungen gezeigt, und fiir die
verbleibenden funktioniert der Beweis ganz dhnlich.

Proposition 2.1.4 (Konsistenzeigenschaften skalarwertiger messbarer Funktionen). Sei
(Q, A) ein Messraum und seien f,g:Q — R.

42



2.1. Messbarkeit skalarwertiger Funktionen

(@) Seike{0,1,...,8} und sei &y der Erzeuger von B(R) aus der Liste vor dieser Proposi-
tion. Die Funktion f is genau dann messbar, wenn f~'(E) € A fiir alle E € &y gilt.

(b) Sind f,g messbar, dannauchaf+pg:Q—R fiirallea, B eR.
(c) Sind f,g messbar, dann auch fg:Q — R.

(d) Sei (f,) eine Folge von messbaren Funktionen f, : Q — R, die punktweise gegen f
konvergiert[] Dann ist auch f messbar.

(e) Ist f messbar, so sind auch f*, f~ und | f| messbar.
Bewseis. [(a)] Das ist ein Spezialfall von Proposition[1.1.11

[(b) Seien a, B € R und sei R? mit der Borel-o-Algebra ausgestattet. Dann ist

hi= (f) QO—-R2,  w— h)= (f(‘”))
g g(w)

messbar; das werden Sie auf Hausaufgabenblat 6 zeigenE] AuRerdem ist £ : R?> — R,
X — ax; + Bx, stetig und somit messbar. Die Funktion

af+pg=>loh
ist somit laut Proposition ebenfalls messbar.

Das zeigt man vollig analog zu Man muss lediglich eine andere Funktion ¢ : R> —
R verwenden, ndmlich Z(x) := x7 x,.

[(d)] Sei b € R. Wir zeigen die Gleichheit

U f' ((—00, b+ 11).
=1 n

N\ V)
-~

=:A

8

F7H (=00, b]) =

178

Il
—
N

Weil A ein Element von A ist, folgt dann die Behauptung, indem Wir fur den Er-
zeuger & anwenden.

“c” Sei w € f~1((~oo,bl), das heilt, f(w) < b. Sei k € N. Wegen f,(w) — f(w) fiir
n — oo gibt es ein n € N mit der Eigenschaft f;,(w) < b+ % fiir alle m = n. Also
haben wir fiir das gegebene k ein n gefunden mit w € N, f;,' ((—o0, b + £1).
Somit gilt w € A.

“2” Sei w € A. Wir betrachten ein beliebiges, festes k € N. Wegen w € A gilt w €
WS NSR-,, frn (=00, b + ,lc]), also gibt es n € N derart, dass fiir alle m > n die
Ungleichung fmw) < b+ k gilt. Wegen f;,;,(w) — f(w) fiir m — oo folgt f(w) <
b+ %- Da k € N beliebig war, muss somit f(w) < b gelten, also ist tatséchlich
we 1) ((-o0,b]).

IDas heiRt, fiir jedes w € Q gelte f () — f(w) fiir n — oco.
2Und dabei wird ganz wesentlich sein, dass laut BeispielB R?) = B(R) ® BR) gilt.
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2. INTEGRATION BEZUGLICH MASSEN

[(e)] Den Beweis dieser Teilaussage stellen wir als Ubungsaufgabe auf Prisenzblatt 6. O

Zur Entwicklung der Integrationstheorie ist es oft hilfreich Funktionen zuzulassen,
die den Wert co annehmen. Damit man beim Rechnen mit solchen Funktionen nicht
zu Widerspriichen gelangt, tut man das iiblicherweise nur fiir Funktionen, deren Werte
> 0 sindF] Damit wir auch fiir Funktionen, die nach [0,c0] abbilden, von Messbarkeit
sprechen kénnen, fithren wir eine o-Algebra auf dieser Menge ein.

Definition 2.1.5 (o -Algebra auf [0,00]). Auf der Menge [0, 0] := [0,00) U {oo} definieren
wir die o-Algebra

B((0,00]) := 7({A € 2° | A<[0,00) und A€ BRY}).

Beachten Sie unbedingt, dass hierbei die auf der Menge [0, ] erzeugte o-Algebra ge-
meint ist.

Von nun an werden wir [0, c0], sofern nichts anderes gesagt wird, stets mit der Borel-
o-Algebra B([0,00]) ausstatten.

Damit man beim Arbeiten mit messaren Funktionen nicht durcheinander kommt,
sollte man die folgende Eigenschaft im Hinterkopf behalten: Sei (Q2,.4) ein Messraum
und sei f: Q — [0,00). Dann kann man sich iiberlegen, dass f genau dann messbar von
(Q, A) nach (R, B[R)) ist, wenn f messbar von (Q,.4) nach ([0, 0], B([0,00])) ist. Es ist fiir
Messbarkeitsfragen also egal, ob man ein f : Q — [0,00) als Funktion von Q nach R oder
als Funktion von Q nach [0, co] auffasst.

Konvention 2.1.6 (Operationen mit Funktionen, die nach [0,cc] abbilden). Sei Q eine
Menge und seien f, g : Q — [0,00] und « € [0,00]. Dann definiert man die Funktionen

af, f+g f& fveg  fArg
analog zum R-wertigen Fall, also durch die entsprechenden punktweisen Operationen.

Bemerkung 2.1.7 (Konsistenzeigenschaften messbarer Funktionen mit Werten in [0, co]).
Vollig analoge Eigenschaften zu Proposition kann man auch fiir Funktionen mit
Werten in [0, o0] zeigen.

Definition 2.1.8 (Indikatorfunktionen). Sei Q eine Menge und A <€ Q. Dann nennt man
die Funktion 1 4 : Q — [0,00), die durch

1, fallswe A,

14(w):=
alw) {0, falls w € A

gegeben ist, als die Indikatorfunktion von A.

3Wir verwenden dann die naheliegenden Konventionen co+ a := a + oo := oo fiir alle a € [0,00] und
00-a:= a-oo:= oo fiir alle a € (0,00). Aulerdem haben wir bereits in Definition 0-c0:=00:-0:=0
vereinbart.
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2.2. Das Lebesgue-Integral fiir Funktionen nach [0, co]

Wenn (Q,.4) ein Messraum und A < Q ist, dann kann man sich leicht iiberlegen, dass
14 genau dann messbar ist, wenn A € A gilt. Somit sind auch die Funkionen in der fol-
genden Definition messbar:

Definition 2.1.9 (Einfache Funktionen). Sei (2, A) ein Messraum und seien Aj,..., A, €
A sowie ay,...,a, € [0,00). Dann nennen wir die Funktion

arls +--+aply, : Q—[0,00)
eine einfache Funktion [

Beachte Sie, dass fiir zwei einfache Funktionen f, g auch fv g und f A g einfache
Funktionen sind.

Proposition 2.1.10 (Approximation messbarer Funktionen durch einfache Funktionen).
Sei (Q,.A) ein Messraum und sei f : Q — [0,00] messbar. Dann gibt es eine monotone stei-
gendeﬁ Folge von einfachen Funktionen f;, : Q — [0,00) mit der Eigenschaft f,,(w) — f(w)
fiir n — oo fiir jedes w € Q.

Beweis. Sei ne Nund sei0 = yy < y; <--- < yuon = 1 eine dquidistante Unterteilung des
Intervalls [0, 2] in n2" Teilintervalle der Linge 2% Wir setzen g5, := f A (n1lg) und

n2"

fni= 162::1 Vit 1851([%—1’3”‘)) .

Dann kann man iiberpriifen, dass (f;) monoton steigend ist und f, (w) — f(w) fiir jedes
w e Qgilt. O

2.2 Das Lebesgue-Integral fiir Funktionen nach [0, oo]

Einstiegsfragen. (a) Sei # das Zdhlmall auf N und sei f : N — R. Was moéchten Sie
gerne unter dem Integral [, f d# verstehen?

(b) Bezeichne pe B(R3) die Masseverteilung eines physikalischen Korpers. Was ist der
Schwerpunkt des Korpers?

Fiir eine Menge Q2 und zwei Funktionen f, g:Q — Roder f, g: Q — [0,00] verwenden
wir die Notation f < g um zu sagen, dass f(w) < g(w) fiir alle w € Q gilt.

Proposition 2.2.1 (Das Integral einfacher Funktionen héangt nicht von ihrer Darstellung
ab). Sei (Q, A, u) ein MafSraum und seien Mengen Ay, ..., An, B1,..., B € A sowie Zahlen
al;---»an; ,Bl»---;,Bm € [0,00)

4Man kann auch einfache Funktionen definieren, bei denen die Koeffizienten ay,...,ap negative Wer-
te annehmen diirfen. Im Folgenden ist aber der Fall fiir uns wichtig, indem aj,...,a; = 0 gilt. Um diese
Bedingung nicht jedes Mal dazu sagen zu miissen, haben wir den Begriff einfache Funktion hier nur fiir
Koeffizienten in [0,00) definiert.

5Damit meinen wir genauer gesprochen punktweise monoton steigend, das heiRt, fiir jedes w € Q ist
die Zahlenfolge (f;; (w)) monoton steigend.
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2. INTEGRATION BEZUGLICH MASSEN

(a) Wennz;l:1 ajly < Z;."zlﬁj 1, gilt, dann ist
n m

2 @ju(Ap =) pjp(B).
j=1 j=1
(b) Wenn 27:1 ajla = Z;."zl Bj 15, gilt, dann ist
n m

2. @ji(Ap) =) BjpB).
j=1 j=1

Die Aussage Proposition von Proposition ist anschaulich recht naheliegend. Sie
formal zu beweisen ist aber ein wenig technisch; wir begniigen und deshalb damit, die
Aussage in der Vorlesung mit einer Skizze zu motivieren. Proposition zeigt, dass in
der folgenden Definition das Integral einer einfachen Funktion wohldefiniert ist.

Definition 2.2.2 (Das Lebesgue-Integral positiver Funktionen). Sei (Q2, A, u) ein Mal3-
raum.

(@) Sei f:Q — [0,00) eine einfache Funktion. Dann definieren wir
n
f fdu=) aju(A;)) el0,00],
Q j=1

wobei Ay,..., Ay, € Aund ay,...,a, € R so gewdhlt sind, dass f = Z;?zl aj ILA]. gilt.

(b) Sei g:Q — [0,00] messbar. Dann nennt man
f gdu:= sup{f fdul f:Q—[0,00) ist eine einfache Funktion mit f < g}.
Q Q

das Lebesgue-Integral von g beziiglich pﬂ

(c) Sei g:Q — [0,00]. Man nennt g integrierbar, falls g messbar ist und fQ gdu < oo
gilt.

Bitte beachten Sie in Definition folgendes: Wenn f : QO — [0,00) eine einfache
Funktion ist, dann ist der Ausdruck [, f du auf zwei verschiedene Weisen definiert - ein-
mal in Teil[(a)]und einmal in Teil[(b)|der Definition. Es folgt aber aus Proposition[2.2.1j(a)
dass man beides Mal denselben Wert erhilt, also ist Teil[(b)]der Definition konsistent mit
Teil[(@)]

Um Lebesgue-Integrale in einigen konkreten Beispielen ausrechnen zu kdnnen, be-
ndétigen wir zuerst ein paar niitzliche Eigenschaften des Integrals.

Theorem 2.2.3 (Eigenschaft des Lebesgue-Integrals fiir Funktionen nach [0,00]). Sei(Q, A, 1)
ein Mafsraum.

6Man beachte, dass [ gdu € [0,00] gilt.
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2.2. Das Lebesgue-Integral fiir Funktionen nach [0, co]

(@ Sind f,g:Q— [0,00] messbar mit f < g, dann gilt [, fdu < [, gdu.

(b) Esgilt der Satz von der monotonen Konvergenz: Seien g, f;, : Q — [0,00] messbar fiir
alle n € N. Wenn (f,,) monoton wachsend ist und punktweise gegen g konvergiert,

dann gilt [, fndp — [, g du fiir n — oco.

(c) Fiir alle messbaren Funktionen f, g : [0,00] — [0,00] und alleﬂa € [0,00) gilt

anfdp:anfdp und fo+gdy:fodu+ngdu.

Vor dem Beweis des Theorems besprechen wir ein paar erste Beispiele fiir Integra-
le beziiglich verschiedenen Maen. Um die Integrale in den Beispielen zu berechnen,
werden wir insbesondere den Satz von der monotonen Konvergenz (Theorem [2.2.3(b))
verwenden.

Beispiele 2.2.4 (Einige Integrale positiver Funktionen).

(a) Seien a,beRmita< bundsei f:[a, b] — [0,00) stetig. Dann

b
fdA; =f f(x)dx,
| a

la,b
wobei [, : f(x)dx das Riemann-Integral bezeichnet.

(b) SeineN,sei#: 2™ — [0,00] das ZahlmaR und f:{1,...,n} — [0,00). Dann gilt
n
f fa#=> fk.
{1} =
(c) Bezeichne #:2N — [0,00] das ZahlmaR. Fiir jedes f : N — [0,00) gilt

ffd#: if(k).
N k=1

Beweis. [@) Fiir jedes n € Ny sei p'"” eine Partition von [a, b] in 2" dquidistante Interval-
le, das heil3t,

k
pgcn) =a+ Z—n(b—a)

fur alle k € {0,1,...,2"}. Aullerdem sei fiir jedes n € N und jedes k € {1,...,2"} der
(n) (n) (M) .2 o . . . ..

Punkt qe € [pk_l, Py ] eine Stelle, an welcher f |[P§<"_)1’(P%m] minimal ist; so eine Mini-

n

malstelle existiert, weil f stetigist und das Intervall [p, _,,

p\"] kompakt ist. Dann ist

“Man kann sich iibrigens iiberlegen, dass dieselbe Aussage auch fiir @ = co gilt. Wir lassen diesen Fall
hier weg, weil er in dieser Konstellation kaum auftaucht.
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2. INTEGRATION BEZUGLICH MASSEN

g™ eine Punktierung der Partition p". Fiir jedes n € N betrachten wir die einfache
Funktion

fni= Z f(ql(cn)) ]l[p(m )+f(b) Lipy -
k=1 kv

(n)
Py

Dann ist (f;;) eine monoton wachsende Folge einfacher Funktionen, die punktwei-
se gegen f konvergiert. Somit gilt laut Satz von der monotonen Konvergenz (Theo-

rem[2.2.3(b))

n b
fan=lim [ fadhi=lim Y (o= ) fal) = [ foods.
[a,b] =00 J(a,b] n—oo 1 a

~

Riemann-Summe R(f,p™,qg™)

[B)] Es gilt f = X}_, f(k) Ljx, das heift f ist einfach. Aus Definition [2.2.4(@) erhélt man

somit

f fd#= f Fl#({k}) = Z fk).
N k=1 k=1

Fiir jedes n € N setzen wir f;, := f 1y, . Dann ist jedes f;, einfach, die Folge (f},)

Vorlesung 12
(Fr, 2111.)

ist monoton steigend und sie konvergiert punktweise gegen f. Wie in[(b)|sieht man,
dass

[ fwa= 3 roo
N k=1

fiir alle n € N gilt. Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (Theorem [2.2.3[(b))
folgt somit

o0

n
ffd#: lim f frd#=1lim Y f(k)=)_ f(k). O
N n—oo N ﬂ"OOkzl 1

k

Vielleicht haben diese Beispiele Sie tiberzeugt, dass der Satz von der monotonen
Konvergenz in Theorem recht niitzlich sein kann. Dann beweisen wir das Theorem.

beginntmit - poyeis von Theorem(2.2.3 [@)] Das folgt direkt aus Definition[2.2.4(b)]

dem Beweis
von

TheoremR2.3  [(B)] fiir endliches Integral: Seien g und (f,,) wie in[(b)jund sei /i, gdp < co.
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Schritt 1: Wegen |(a)|ist die Folge ( Jg, f» du) monoton wachsend und durch [, gdu
nach oben beschriankt. Somit ist sie konvergent und erfiillt

,}ggofﬂfnduSLgdu-



2.2. Das Lebesgue-Integral fiir Funktionen nach [0, co]

Schritt 2: Sei gp : Q — [0,00] einfach mit gy < g. Wegen der Definition von [, gdu
miissen wir nur noch die Ungleichung [, godu <lim,_—.o [q fr dp zeigen.

Dazusei¢ € (0,1] beliebig, fest. Fiir jedes n € N betrachten wir die messbare Men-
ge

Epi={weQ| fu(@) = 1-e)go@)}=(fr—(1-£)gy) " (10,00]) Q.

Da die Folge (f;;) monoton steigend ist, gilt E; < E» <..... Fiir jedes w gilt f,(w) —
g(w) = go(w) fiir n — oo, also ist U,en Ern = Q. Mit Hilfe der unteren Stetigkeit von
MaRen und der Definition des Integrals von einfachen Funktionen kann man
nun sofort nachrechnen, dass [, 80 15, du — [, 8odpu gilt. Zugleich ist

faz(1-8)golE,

fiir jedes n € N und somit

ffndMZf(l—a)goﬂEndu:(l—s)f goﬂEnduﬁ(l—s)fgodu;
Q Q Q Q

fiir die letzte Gleichheit haben wir verwendet, dass man Skalare aus dem Inte-
gral einfacher Funktionen ziehen darf, was sofort aus der Definition des Integrals
einfacher Funktionen folgt.

Insgesamt ist also lim,—o [ fndp = (1 —¢€) o godu. Da € € (0,1] beliebig war,
folgt die Behauptung.

Seia € [0,00) und f : Q — [0,00] messbar. Wenn f einfachist, folgt [ afdu=a [ fdu
direkt aus Definition ()

Laut Proposition|2.1.10|gibt es eine Folge einfacher Funktionen (f},), die punktweise
gegen f konvergiert. Die Funktionen « f;; sind ebenfalls alle einfach und die Folge
(a f) konvergiert punktweise gegen « f. Aus|(b)|folgt

[@] . fn eigfach . [@]
[arai@im [ apdn” 2" atim [ f,du@a | rap.
Die Gleichheit fiir f + g zeigt man analog. O

Der Satz von der monotonen Konvergenz zeigt, dass man Integrale und Grenzwert
fiir monoton wachsende Folgen vertauschen darf. Fiir allgemeine Folgen ist dies nicht
immer der Fall, wie das nédchste Beispiel zeigt.

Beispiel 2.2.5 (Nicht-Vertauschbarkeit von Integral und Grenzwert). Auf dem MaRraum

(R, B(R), A1) betrachten wir die Funktionenfolge (f,) = (1 1(o,1/5) ). Diese konvergiert punkt-
weise gegen die konstante Nullfunktion. Es gilt aber

1 n—oo
ffnd/11=/‘n]l(o,1/n] d/11=l’l(——0)=1 i 0=/‘0d/11.
R R n R
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2. INTEGRATION BEZUGLICH MASSEN

In Beispiel gilt zumindest die Ungleichung

fmer%l—r»rc}of”d/llsr}l—%lofwf"d/h'

Zum Abschluss dieses Abschnitts zeigen wir, dass diese Ungleichung immer stimme,
wenn beide Grenzwerte existieren. Falls Sie nicht existieren, ldsst sich die Aussage mit
Hilfe des Limes Inferior formulieren. Wir wiederholen diesen Begriff nun kurz.

Fiir eine Folge (y;,) in [0,00] ist der Limes Inferior liminf,_. y, definiert als der
kleinste Haufungspunkt der Folge in [0,00]. Man kann sich leicht iiberlegen, dass

liﬂg}fyn = ]Cli_l}:oglin;o(yk A AYp)

gilt. Beachten Sie hierbei, dass fiir jedes feste k € N die Folge (yx A -+ A ¥¢) ey ONOtoN
fallend ist und somit gegen ein z; € [0,0c0] konvergiert. Die Folge (zi)xen Wiederum ist
monoton steigend und somit ebenfalls in [0, co] konvergent. Man kann den Limes Inferi-
or also als einen doppelten Limes darstellen — deshalb ist der punktweise Limes inferior
einer Folge messbarer Funktionen wieder messbar (vergleiche Bemerkung[2.1.7).

Lemma 2.2.6 (Fatou). Sei (Q, A, u) ein Mafsraum und sei eine Folge messbarer Funktionen
fn:Q — [0,00] gegeben. Dann gilt

f liminf f,, dy < liminff fndpu.
Q n—o Jo

n—o0
Beweis. Fiir alle k,¢ € Nmit k < ¢ sei gx 0 := fx A--- A fr. Fur jedes feste k ist die Folge

(8k,¢) ¢=x monoton fallend und somit punktweise konvergent gegen eine messbare Funk-
tion Ay : Q — [0,00]. Fir k, £ € Nmit k < £ und fiir alle j € {k,..., £} gilt hi < gi ¢ < fj, also

fhkdﬂfffjdﬂ und somit fhkdﬂfffdeA"'AfdeH-
Q Q Q Q Q

Grenziibergang fiir £ — oo liefert somit

fhkd,uslim (f fkd,u/\---/\ffgdu).
Q {—oo\JO Q

Nun lassen wir noch k — oo gehen und erhalten

liminf f,du= [ lim hpdy = li hyd
nggfnuLkglokukggoLku

< lim lim (Lfkd,u/\m/\fgfgdp):li’{gg}fondu;

k—o0f—o00

fiir die zweite Gleichheit haben wir den Satz von der monotonen Konvergenz (Theo-
rem2.2.3(b)) benutzt, der anwendbar ist, weil die Folge (7;) monoton wachsend ist. [
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2.3. Das Lebesgue-Integral fiir reell- und komplexwertige Funktionen

2.3 Das Lebesgue-Integral fiir reell- und komplexwertige
Funktionen

]etztlﬂwollen wir das Lebesgue-Integral fiir Funktionen zu definieren, die auch negative
oder komplexe Werte annehmen kénnen. Dazu ist die folgende einfache Beobachtung
ntutzlich.

Proposition 2.3.1 (Zerlegung in positive Teile und Integrierbarkeit). Sei (Q, A, 1) ein Mafs-
raum und seien [ : Q — R und g : Q — C messbar.

(a) Die Funktion | f | ist genau dann integrierbar, wenn f* und f~ integrierbar sind.
(b) Allgemeiner gilt: Die Funktion |g’ ist genau dann integrierbar, wenn die vier Funk-
tionen (Reg)", (Reg)™, Img)" und (Im g)~ integrierbar sind.
Beweis. Wegen | f | = f* + f~ folgt das aus Theorem|2.2.3(c)
[0)] Die Behauptung folgt aus Theorem[2.2.3(a)|und|(c)|wegen

lg| < |Reg)"|+|Reg) ™|+ |[iImg)*| + |ilmg)~|
=([Reg)"+(Reg) +(Img*+(Img)~ <4|g|. O

Vorlesung 13
(Mi, 26.11.)
beginnt mit
dem Beweis
von Propositi-

on231

Definition 2.3.2 (Das Lebesgue-Integral skalarwertiger Funktionen). Sei (Q, A4, i) ein MaR-

raum und seien f: Q —Rund g: Q — C.

(a) Die Funktion f heilt integrierbar, falls sie messbar ist und [ | f | dy < oo istﬂ In
diesem Fall nennt man

f fd,u:zf f*d,u—f frdueRr
Q Q Q
das Lebesgue-Integral von f beziiglich p.

(b) Allgemeiner definiert man: Die Funktion g heillt integrierbar, falls sie messbar ist
und [, | g| du<oo ist{l;GIIn diesem Fall nennt man

f gdu::f (Reg)+dp—f (Reg)_du+if (Img)+dp—i[ (Img)~dueC
Q Q Q Q Q
das Lebesgue-Integral von g beziiglich p.

Bemerkung 2.3.3. Sei (Q, A, 1) ein MaBraum und sei g : Q — C. Aus Proposition [2.3.1]
und Definition erhélt man, dass g genau dann integrierbar ist, wenn Re g und Im g
integrierbar sind, und in diesem Fall gilt

fgd,uszegd,uH[ Imgdu
Q o) Q

8In diesem Abschnitt hatte ich leider vergessen, Einstiegsfragen fiir die Vorlesung vorzubereiten.
9Das heilt, falls f messbar und | f| integrierbar ist.
10Das heilt, falls g messbar und |g| integrierbar ist.
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2. INTEGRATION BEZUGLICH MASSEN

und somit

Ref gd,uzf Regdy  und Imf gd,uz/ Imgdp.
Q Q Q Q

Theorem 2.3.4 (Eigenschaften des Lebesgue-Integrals skalarwertiger Funktionen). Sei
(Q, A, 1) ein Mafsraum, seien f, g : Q — C integrierbar, und seien a, f € C.

(@) Esistauch af + g integrierbar und es gilt

[ ar+pgau=a| rdu+p gan

(b) Sind f und g reellwertig mit f < g, dann gilt [, fdu < [ gdu.

(c) Es gilt die Fundamentalabschdtzung fiir Integrale: | Jof d,u| <o | f | du.

Bewseis. — Integrierbarkeit: Laut Proposition|2.1.4{(b)|ist wegen der Messbarkeit von f

und g auch «a f + fg messbar. Aullerdem gilt |(xf + ,Bg| <lal |f| + |/3| |g|, also folgt aus
Theorem[2.2.3(a)]und[(c)} dass auch a f + Bg integrierbar ist.

[(@)]- Additivitit: Wir nehmen an, dass f,g reell-wertig sind und zeigen [, f + gdu =

Jo fdu+ Jo gdu. Wegen Bemerkung|2.3.3 gilt dieselbe Aussage dann auch fiir den
komplexwertigen Fall.

Hierzu machen wir zunéchst folgende Beobachtung (*): Seien hy, hy, 01,02 : Q —
[0,00) integrierbar und seien h; — hy = ¢; — ¢,. Diese Differenz ist dann ebenfalls in-
tegrierbar (wie am Anfang des beweises bereits gezeigt) und es gilt

fhld,u—f hgduzfﬁld,u—f o dp.
Q Q Q Q

Das sind man folgendermallen: Wegen hy — hy = ¢, — ¢ gilt hy + €5 = hy + ¢,, also
folgt aus Theorem2.2.3(c)|

[hldﬂ+[[2dﬂ=fh1+£2dﬂ=\/‘h2+[1dﬂ=/‘h2dﬂ+/‘ fldﬂ
Q Q Q Q Q Q

Weil alle auftauchenden Integrale endlich sind, ist die Beobachtung () gezeigt.

Nun wenden wir () auf die Gleichheit (f+ )" - (f+g) =(f*+g")-(f +g ) an
und erhalten somit

ff+gdu=f(f+g)+du—f(f+g)‘du(§)ff++g+du—ff‘+g‘du
Q Q Q Q Q

=Lf*du+Lg+du—Lf‘du—Lg‘du=fodu+ngdu~

— Multiplikation mit Skalaren: Wir betrachten die folgenden Félle:
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2.3. Das Lebesgue-Integral fiir reell- und komplexwertige Funktionen

1. Fall: f istreellwertigund a = 0.
Dannist (@ f)* =af* und (af)” = af~ und somit folgt

| ardu=[ artau-[ ardu=al [ s*au-[ - aw=a| rau,

wobei wir fiir die zweite Gleichheit Theorem verwendet haben.

2. Fall: f istreellwertigund a = —1.
Wegen (—f)* = f~und (- f)” = f* gilt

[ =rau=[ rdu- [ rrau==([ rrau-[ raw)=-[ rap.

3. Fall: f istreellwertigund a < 0.
Dann folgt die Behauptung aus dem 1. und dem 2. Fall.

4. Fall: f ist komplexwertig und a € C.
In diesem Fall folgt die Behauptung wegen der Gleichheit

af =(ReaRef-Imalmf)+i(Realm f +ImaRe f)

aus dem bereits behandelten Fall, in dem f reellwertig und a € R ist und aus der
bereits bewiesenen Additivitét.

[b) Aus ff—f =f<g=g"—g folgt ft+g <g"+ f~.Somit erhdlt man die Behaup-

tung aus Theorem 2.2.3f@@)|und|[(c)]

Falls f reellwertig ist, folgt die Behauptung sofort aus

o[ 7on- o< e a1

wobei wir im letzten Schritt Theorem verwendet haben.

Seinun f komplexwertig{r_r] Esist [, f du eine komplexe Zahl, das heifft wir kénnen
das Integral schreiben als [, f du = €' | [, f du| fiir ein 6 € [0,27). Es folgt

fdu|=Re|| fdu|=Re(e™™ | fdu)
Q Q Q

:/QRe(e_ief)dusnge_ief)dpzfg|f|du,

wobei wir fiir die Gleichheit zwischen den beiden Zeile Teilaussage|(a)|und Bemer-
kung verwendet haben; fiir die Ungleichung in der zweiten Zeile haben wir au-
Rerdem |[(b)]verwendet. O

U Der reellwertige Fall folgt auch als Spezialfall aus dem komplexwertigen, den wir nun beweisen. Wir
haben den reellen Fall trotzdem zunéchst separat aufgeschrieben, um zu zeigen, dass er noch etwas einfa-
cher ist.
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2. INTEGRATION BEZUGLICH MASSEN

Aus den Beispielen erhélt man:
Beispiel 2.3.5 (Einige Integrale skalarwertiger Funktionen).
(a) Seien a,beRmita< bundsei f: [a,b] — C stetig. Dann ist f integrierbar und es

gilt

b
fda; =f fx)dx,
a

la,b]
wobei f (f f(x)dx das Riemann-Integral bezeichnet.

(b) Sei n e N, sei #: 21" — [0,00] das ZahlmaR und f:{l,...,n} - C. Dann ist f
integrierbar und es gilt

f fa#=> f(k.
{1,...,n} k=1

(c) Bezeichne # : 2N — [0,00] das ZdhlmaR und sei f N — C. Esist f genau dann
integrierbar, wenn Y.5° | | f (k)| < co gilt, und in diesem Fall ist

ffd#= io:f(k).
N k=1

Beachten Sie, dass Beispiel unter anderem besagt: Eine Funktion f: N — C
ist genau dann integrierbar beziiglich des ZdhlmaRes #, wenn die Reihe ( 1 | fk) | )
absolut konvergiert.

neN

Definition 2.3.6 (Zufallsvariablen und Erwartungswert).

(a) Eine Zufallsvariable ist eine messbare Abbildung f : Q — C fiir einen Wahrschein-
lichkeitsraum (Q, A, w) ["7]

(b) Sei (Q, A, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum und f : Q — C eine Zufallsvariable. Falls
f integrierbar ist, nennt man Ef := [, f du den Erwartungswert von f.

Beispiele 2.3.7 (Einfaches Beispiel fiir einen Erwartungswert). Wir werfen eine Miinze 3
mal und betrachten zur mathematischen Modellierung die Menge Q = {Z,K 13 und das
WahrscheinlichkeitsmaR p1: 2 — [0,00] mit p(A) = £ = 24,

Sei f:{Z,K} — Rmit f(Z) = -1 und f(K) = 1. Wir betrachten die Zufallsvariable
g:Q0—-R, glw = Z:';.:l f(wj). Anschaulich kann man das zum Beispiel so interprieren:

12In konkreten Situationen guckt man sich meist eher reellwertige Zufallsvariablen an. Die sind in dieser
Definition natiirlich als Spezialfall enthalten.

In der Stochastik wiirde man fiir ein Wahrscheinlichkeitsmal$ eher P statt ¢ schreiben und Zufallsvaria-
blen bezeichnet man eher mit Symbolen wie X, Y, Z anstelle von f, g, h.
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2.3. Das Lebesgue-Integral fiir reell- und komplexwertige Funktionen

Wenn Sie in Zahl werfen, miissen Sie einen Euro bezahlen und wenn Sie Kopf werfen, er-
halten Sie einen Euro. Damit ist g(w) Ihr Gesamtgewinn, wenn Sie in den drei Miinzwlir-
fen das Tupel w € {K, 713 werfen.

Der Erwartungswert Eg von g beschreibt anschaulich, welchen Gesamtgewinn Sie
“im Mittel” erwarten kénnenE-] Es giltE]

Eg = fQ gdu= ) gp(lw})

weQ

1 1 1 1

1 1 1 1

1
:5(—3—1—1+1—1+1+1+3)=0.

Dass Eg = 0 gilt, wird Sie vermutlich kaum tiberraschen.

Anvorangehendem Beispiel konnen Sie bereits sehen, dass solche Rechnungen schnell
sehr ldstig und uniibersichtlich werden kénnen. Wenn Sie zum Beispiel eine Miinze 10-
mal werfen, dann enthalt Q := {Z, K}'° bereits 2!° = 1024 Elemente. Es gibt aber natiirlich
viele Methoden, um solche Summen zu Vereinfachenrj Im Laufe der Veranstaltungen
werden Sie auch noch Beispiel fiir Erwartungswerte sehen, bei denen Q keine endliche
Menge ist.

Theorem 2.3.8 (Satz von der dominierten Konvergenz). Sei (QQ,.A, 1) ein MafSraum, sei
eine Folge messbarer Funktionen f, : Q — C gegeben, die punktweise gegen eine C-wertige
Funktion konvergiert. Wenn es ein integrierbares h : Q — [0,00) gibt mit | fn| < h fiir alle
Indizes n, dann ist auch lim,,_., f;, integrierbar und es gilt

f lim f,dy= lim f fndu.
Q n—oo n—oo Jo

Beweis. Sei f: Q — C die Grenzfunktion der Folge (f},). Fiir jedes w € Q gilt dann | f (w)| =
limy, o0 | In (w)| < h(w). Also folgt aus der Integrierbarkeit von # die Intergrierbarkeit von
f- Wir miissen als noch die behauptete Gleichheit zeigen. Wir tun dies in drei allgemei-
ner werdenden Féllen:

1. Fall: Alle f;, nehmen nur Werte in [0, 00) an.

Dann kénnen wir das Lemma von Fatou (Lemma [2.2.6) auf (f;,) anwenden und er-
halten

f fd,usliminff fndpu.
Q n—oo Jo

13Djese Aussage kann man formalisieren und dann entsprechend begriinden. Siehe dazu das starke Ge-
setz der groflen Zahlen, das Sie in einer Stochastik-Vorlesung lernen kénnen.

14Wobei Sie die Summenformel fiir das Integral in den Ubungen beweisen werden.

15Insbesondere, wenn sogenannte stochastische Unabhiingigkeit im Spiel ist - wir kommen darauf zu-
riick.
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2. INTEGRATION BEZUGLICH MASSEN

Es gilt aber laut Annahme f;, = | fn| < h fiir alle n: Also nehmen auch die Funktionen
h — f,, nur Werte in [0,00) an und wir kénnen das Lemma somit auch auf (h - f;,)
anwenden; das liefert

fhdu—f fd,u:fh—fd,usliminf/ h— fu,du
Q Q Q n—oo Jo
:liminf(f hd,u—f fndp):[ hd,u+liminf(—ffnd,u);
n—oo Q Q Q n—oo Q

fiir die ersten und die letzte Gleichheit haben wir die Integrierbarkeit von & verwen-
det, damit Theorem[2.3.4|(a)lanwendbar ist. Ebenfalls wegen der Integrierbarkeit von
h kénnen wir die Zahl [, hdu auf beiden Seiten der Gleichung subtrahieren und
dann mit —1 multiplizieren und erhalten somit

f fdu=limsup | f,du.
Q Q

n—oo

Also haben wir insgesamt

limsup | fpdu< [ fdus liminf/ fnd,
n—oo JQ Q n—oo Jq
was die Behauptung zeigt.

2. Fall: Alle f,, nehmen nur reelle Werte an.

Dann gilt f;, f;; <|fn| < h fiir alle Indizes n. AuRerdem gilt f;7 — f* und f; — f~.
Also konnen wir den ersten Fall auf die Folgen (f,7) und (f,;) anwenden und erhalten
somit

[ gudu=[ grau= | frdu— [ rrau=[ rdu= [ ran

3. Fall: Die f, diirfen komplexwertig sein. In diesem Fall teilen wir jedes f; in seinen
Real- und Imaginérteil auf und wenden Fall 2 an. O

2.4 Existenz von Produktmalien und der Satz von Fubini

Einstiegsfragen. (a) Kann man anschaulich das Volumen eines Kegels in R3 erhalten,
indem man den Kegel und viele kleine Scheiben zerschneidet?

(b) Seien (Q1,.41, 1) und (Qp, Az, u2) zwei o-endliche MaBrdume und sei A; € .4; und
Ay € Ay. Warum gilt die Formel

[ 14, x4, (W1, w2) A1 ® o) (w1, w?)

Q1xQp

=f [ T4, x4, (@1, w2) dpy (w1) dpz (w2)?
Q. Jo,
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2.4. Existenz von Produktmalien und der Satz von Fubini

(c) Warum wurde invorausgesetzt, dass die Mallraume o-endlich sind?
In diesem Abschnitt verfolgen wir zwei Ziele:

(1) Wir werden —zumindest in einem wichtigen Spezialfall — die Existenz von Produkt-
maBen zeigen (Theorem [2.4.3), die wir bisher in Theorem [1.4] nur behauptet hat-
ten.

(2) Wir werden zwei wichtige Sdtze beweisen, mit deren Hilfe man Integrale beziiglich
Produktmallen als iterierte Integrale beziiglich der einzelnen Mal3 berechnen kann
(Theoreme|2.4.8|und|2.4.11).

Im Verlaufe des Abschnitts werden wir aulSerdem das Prinzip von Cavalieri beweisen
(Korollar [2.4.5), welches recht anschaulich beschreibt, wie sich das Produktmale einer
messbaren Menge aus dem Mall von einzelnen Mengenschnitten zusammensetzt.

Definition 2.4.1 (Mengenschnitte). Seien Q;,Q, Mengen, sei A < Q; x Q, und sei w; €
;. Dann nennen wir

Aa)1 = {(1)2 €y | (w1, w7) € A} c Qo
den Schnitt von A an der Stelle w;.

Lemma 2.4.2 (Messbarkeit von Mengenschnitten). Seien (Q1,u1,.41) und (Qa, 2, A2)
Mafsrdume.

(a) Fiirjedes Ae Ay ® Ay und jedes wy € Qy gilt Ay, € As.
(b) Sei yp nun o-endlich. Fiir jedes A€ A ® A ist die Abbildung
fa:Q1—10,00,  falw1):=p2(Aw,)
messbar.
Beweis. Wir definieren das Mengensystem
Q:={A1® Az | Aj €Ay, Ay € Ay}
und erinnern daran, dass laut Definition der Produkt-o-Algebra A; ® A, = 0(Q) gilt.

[(a)] Wir fixieren w; und miissen A,, € A fiir alle A € 4; ® A zeigen. Dazu verwenden
wir das Prinzip der guten Mengen. Sei

B:={AcQ x Qs | Ay, € As}.
Fiir alle A; x Ay € Q gilt A} x Az € B, denn es ist

Ay, fallsw; € A,

(A1 x A2)w, =
! Zen {¢, falls w; € A;,
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also in jedem Fall (A; ® A2)y, € Az. Aulerdem iiberpriift man leicht, dass B eine o-
Algebra auf Q; x Q, istEG]

Somit gilt A; ® Ay = 0(Q) < B. Also gilt fiir jedes A € A; ® Ay auch A € B und somit
Aw1 € ./42.

[(b)] Fiir jedes E € A mit u(E) < oo und jedes A € A; ® Ay betrachten wir die Abbildung

fag:Q1 — [0,00), faer) = pa(Ay, NE).

Wir fixieren nun E und zeigen, dass f4, g fiir jedes A messbar ist. Dazu verwenden wir
wieder das Prinzip der guten Mengen. Sei dieses Mal

B:={Ae A1 ® Ay | farist messbar }.

In dem man die o-Additivitdt von u, benutzt, kann man nachrechnen, dass B ein
Dynkin-System auf Q; x Q, ist. Um fiir A € B die Eigenschaft A® € B zu seien, ver-
wendet man die Annahme p, (E) < oo: Aus ihr erhdlt man f A g = M2 (E) lo-fak.

Aulerdem kann man direkt tiberpriifen, dass Q < B gilt. Somit ist
A1® Ay =0(Q)=6(Q) SBS A ®Ay,
wobei die zweite Gleichheit wegen der Stabilitidt von Q beziiglich endlicher Durch-

schnitte aus Theorem|[1.2.12]folgt. Also gilt 4; ® A, = B.

Damit haben wir gezeigt, dass f4 g tatsdchlich fiir jedes A € A; ® A, und jedes E € A
mit uy(E) < oo messbar ist. Nun verwenden wir die o-Endlichkeit von u,. Wegen
ihr gibt es eine Folge messbarer Mengen E; € E, € -+ € 0 mit U‘,’l":1 E,, = Qy und
U2 (Ey) < oo fiir alle n e N.

Sei A€ A; ® A,. Fiir jedes n ist die Funktion f4 g,, wie soeben gezeigt, messbar. We-
gen der unteren Stetigkeit des Malies i, konvergiert die Folge (fa,g,) punktweise ge-
gen f,. Somit ist auch f4 messbar. O

Theorem 2.4.3 (Existenz von ProduktmaBen im o -endlichen Fall). Seien (Q4, u1,.41) und
(Q2, 12, A2) Majfsrdume, wobei der zweite o-endlich sei. Dann gibt ein Produktmafs u :
A1 ® A — [0,00] von py und .

Beweis. Fiir jedes A€ A; ® A, betrachten wir wie in Lemma|2.4.2(b)|die Funktion
fa: Q1 —[0,00], falw1) = p2(Aw,).

Laut Lemma2.4.2(b)|ist f4 messbar. Wir definieren nun y : 4;®.4, — [0,00] durch u(A) :=
le fadu fiiralle Ae A; ® A,. Fiir alle A; € A; und A; € A, gilt

fayxa, (1) = p2((A1 ® Az)y,) = p2(A2) 14, (w1)

16Um das im Detail nachzurechnen, iiberlegen Sie sich am besten zuerst die folgenden drei Beobach-
tungen: (a) Es gilt @, = @. (b) Fiir jedes A< Q1 x Qy ist (AL), = (A,)C. () Fiiralle Ay, Ag,--- S Q) x Qy gilt
(Un=1004n),, =32, (An)w, -
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fiir alle w1 € Q1. Also ist fa,xa, = y2(A2) 14, und somit p(A; ® Ap) = uz(Az) le Lg dpg =
pi (A1) p2(Az).

Wir miissen noch nachpriifen, dass p tatséchlich ein Mal ist. Wegen fz = p2(®,) =
U2(@) = 0 gilt u(@) = 0. Seien nun C1,C,,C3--- € A; ® A, paarweise disjunkt. Fiir je-
des w1 € Q1 gilt (Upen Cn)w, = Unen(Cr)w, und die Mengen (C1),, (C2)w,, (C3)w,, ... sind
paarweise disjunkte messbare Teilmengen von Q,. Somit gilt

[e.e] (o0}

foinca@) = p2( U (Cnloy) = X p2((Crlen) = X fe, (w1,
neN n=1 n=1

wobei wir fiir die mittlere Gleichheit die o-Additivitdt von p, verwendet haben. Also kon-

vergiert die monoton wachsende Funktionenfolge (Zf;’:l fc,) nen punktweise gegen die

Funktion f{y, . ¢, (w1). Es folgt

N o)
C =f d = 1 d = C ,
w(UCa)= | Sucdpn=lim 3 | fo,din= Y p(Cn)

wobei wir fiir die zweite Gleichheit den Satz von der monotonen Konvergenz (Theo-

rem[2.2.3{(b)) verwendet haben. O

Aus der Eindeutigkeit des ProduktmaRes o-endlicher Maf3e (siehe Korollar|I.4.6) und
aus dem Beweis von Theorem erhélt man sofort das nachfolgende Korollar|'/| Um
es effizient aufschreiben zu konnen, ist die folgende Notation hilfreich.

Notation 2.4.4 (Integrationsvariablen). Ein Lebesgueintegral [, f du schreibt man oft
auch als fQ flw) du(w)lzgl Man bezeichnet w in dieser Schreibweise als Integrationsva-
riable.

Vorlesung 15

Korollar 2.4.5 (Cavalierisches Prinzip). Seien (Qy, u1,.41) und (Q», 12, As) o-endlich Mafs- L“Q'g’iﬁiﬁ;fit

rdume und sei A € Ay ® Ay. Dann ist die Abbildung Q, 3 w1 — p2(Ay,) € [0,00] messbar KorollarR..5
und es gilt

(1 ® uz) (A) =fQ H2(Ap,) dpr (w1).

In folgendem Beispiel veranschaulichen wir das Cavalierische Prinzip am Beispiel
eines Kegelvolumes im R®. Bemerkenswerter Weise kann man die Grundfliche des Kegel
extrem allgemein wihlen und erhélt immer dasselbe Ergebnis fiir das Volumen.

Beispiel 2.4.6 (Kegelvolumen). Sei G < R? Borel-messbar und sei & € (0,00). Wir betrach-
ten die Menge

K:={xeR®| x; €[0,h, (x2,%3)" € +:G.}.

17Eigentlich ist die Bezeichnung als “Korollar” aus terminologischer Sicht ein bisschen provokativ - kann
es wirklich ein Korollar eines Beweises (statt eines Resultates) geben?
18Manchmal wird auch die Notation Jo f (@) pu(dw) verwendet.
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Also ist K € R® ein auf der Seite liegender Kegel mit Grundfliche G und der Spitze im
Ursprung Die Menge K ist Borel-messbar und es gilt A3(K) = %h/lg(G) — das heif3t,
das Volumen des Kegels ist gleich % mal die Hohe mal die Grundflidche.

Beweis. Wir betrachten die stetige und somit Borel-messbare Abbildung f : (0, k] x R? —
R?, x— xﬁl(xg,xg)T. Es gilt

K={0tu{xeR®| x1€(0,hl, (x2,x3)" € LG} ={0}u f1(G),

also ist K als Vereinigung von zwei Borel-messbaren Mengen ebenfalls Borel-messbar.

Zur Berechnung des Volumens verwenden wir das Cavalierisches Prinzip (siehe Ko-
rollar [2.4.5), wobei wir (Q1, 41, t1) = R, B(R), 1)) und (Qz, Az, 112) = (R?, B(R?), A5) wéih-
len. Wegen 5 (R3) = B(R) ® B(R?) (Beispiel und A3 = 1; ® A, (Beispiel i konnen
wir das Cavalierische Prinzip in der Tat anwenden und erhalten somit

A3(K) = (A1 ® A2)(K) = fR/lz(le)d/h(xﬂ-
Fir x; e R gilt Ky, = x—h]G, falls x; € [0, h] ist, und Ky, = @ sonst. Also ist

M2 (Ky) = A2(3G) Lo,y (x1) = A2(G) 75 Lo,y (x1),

wobei wir verwendet haben, dass das zwei-dimensionale Lebesgue-MaR quadratisch mit
Streckungen skaliertEr]Insgesamt ist also

2 1
A3(K) =f M(G)% Lio,m (x1) dAq(x1) = ﬂz(G)—Zf x2 dAy (x1)
R h? Jio,n

= A2(G)— fhxzdx = A2(G)— " LGk

=426l | ada=A200) g5 =0k ;
fiir die zweite Gleichheit haben wir Aufgabe 8.3(b) auf Hausaufgabenblatt 8 verwendet,
fur die dritte Gleichheit Beispiel[2.3.5(a)} und fiir die letzte Gleichheit den Hauptsatz der

Differential- und Integralrechnung aus der Analysis 1. O

Im Rest dieses Abschnitts wollen wir nun zeigen, wie man Integrale beziiglich eines
Produktmales p; ® pp durch ein zweifaches Integral beziiglich der einzelnen Malle
und p, ausdriicken kann. Unser Ziel ist es die unten stehenden Theorem|2.4.8jund[2.4.11]
zu beweisen. Um die Aussagen dieser Theoreme iiberhaupt hinschreiben zu kénnen,
bendtigen wir die folgende Beobachtung.

19Beachten Sie, dass die Grundfliche G méglicherweise gegeniiber der Spitze verschoben ist.

20Dje Annahmen an G hier sind sehr schwach, wodurch am auch sehr merkwiirdige “Kegel” mit die-
sem Beispiel abdeckt. Wenn Sie Spaf an Abschweifungen haben, kénnen Sie sich einmal tiberlegen, wie K
aussieht, wenn G beispielsweise unbeschrénkt ist. Oder wenn G ein Kreisring ist.

21 Allgemeiner hatten wir in der Analysis 2 besprochen, dass fiir jede invertierbare Matrix A € R4*4 und
jede Borel-messbare Menge M < R die folgenden Formel gilt:

A2(AM)) = |det(A)] A2 (M)
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Proposition 2.4.7 (Messbarkeit von Funktionenschnitten). Seien MafSrdume (Qy, p1,.41)
und (Qo, U2, A2) gegeben und sei f : Q1 x Qy — [0,00] messbar beziiglich der Produkt-o -
Algebra A1 ® Aj.

(a) Fiir jedes wy € Q ist die Abbildung f (w1, -) : Q2 — [0,00] messbar.

(b) Sei u nun o-endlich. Dann ist die Funktion

g:Q;1 — [0,00], g(wl):zfQf(wl,-)duzzfQ fw1,w2) dpo (w2)

messbar.

Beweis. [(@)] Seiw; € Q; fest. Sei F die Menge aller messbaren Funktionen f:Q; x Q, —
[0,00], fiir die f (w1, ) : Q2 — [0,00] messbar ist. Wir gehen in mehreren Schritten vor:

Schritt 1: Wir zeigen, dass 1 4 € F fiir jedes A€ A; ® A gilt.

Sei solch ein A gegeben. Natiirlich ist 14 : Q; x Qp — [0,00] messbar. Fiir jedes
w7 € Oy gilt

1, fallswjye€ Ay,

1 a(wy,w2) =
AT {o, falls wy ¢ Ay,

das heildt, es gilt 1 p(wy,-) =1 Aoy - Letztere Funktion ist messbar, denn laut Lem-
ma2.4.2f(a)|gilt A,, € A3,

Schritt 2: Wir zeigen, dass F abgeschlossen ist beziiglich linear Kombinationen mit
Koeffizienten in [0,00). Seien dazu f,g € 7 und a, § € [0,00). Dann ist a f + fg :
Q1 x Qy — [0,00] messbar und es ist

(af +Bg) (w1, )=af(wr, )+ pPgw1, ): Qs — [0,00]

messbar. Also folgt a f + fg € F.

Schritt 3: Wir bemerken, dass fiir jede Folge (f,) in F, die punktweise gegen eine
Funktion f konvergiert, auch f € F gilt.

In der Tat ist ndmlich f: Q; x Qp — [0,00] messbar und es konvergiert (f,; (w1, -))
punktweise gegen die Funktion f (w1, -) : Q2 — [0,00], also ist letztere Funktion
messbar.

Schritt 4: Wir zeigen, dass jede messbare Funktion f:Q; x Q, — [0,00] in F liegt.
Wegen der Schritte 1 und 2 liegen alle einfachen Funktionen Q; x Q, — [0,00] in
F.Wenn f:Q; x Qy — [0,00] eine messbare Funktion ist, dann ldsst sich f laut
Proposition punktweise durch eine Folge einfacher Funktionen approxi-
mieren. Also gilt laut Schritt 3 auch f € F.

[(b)] Man kann den Beweis fast genauso wie in[(a)|fiihren, indem man die Menge F aller
messbaren Funktionen f:Q; x Q, — [0,00] betrachtet, fiir die die Funktion

Q13w Hf flwy,-)dus
973
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messbar ist. In Schritt 1 vewendet man dann Lemma[2.4.2](b)|statt Teil[(a)] desselben
Lemmas. Die Anwendbarkeit dieses Resultats ist auch der einzige Grund, warum wir
nun o-Endlichkeit an y, voraussetzen. Fiir Schritt 3 muss man den Satz von der mo-
notonen Konvergenz (Theorem verwenden. Die Schritte 2 und 4 funktio-
nieren im Wesentlichen analog zu|(a) O

Theorem 2.4.8 (Satz von Tonelli). Seien (Q1, u1,.A1) und (Qo, u2, A2) o -endliche Mafsréiu-
me und sei f : Q; x Qy — [0,00] messbar beziiglich der Produkt-o -Algebra A; ® A,. Dann
gilt

f f(wl,wz)d(m@uz)(wl,wz):f f fw1,w2) dpo (w2) du; (w1)
Q1 xQs 0, JQ,

Beweis. Wenn A € A; ® Ay und f = 14 ist, dann gilt die Behauptung wegen des Cava-
lierischen Prinzips (Korollar , denn fiir jedes w1 € Qg ist 14 (w1, w2) =1 Ay, (@2) und
somit

fQ 1 a(wy, w2) dpz (w2) = w2 (Agy,).

Wegen der Linearitit des Lebesgue-Integrals (Theorem [2.2.3{(c)) gilt die Behauptung so-
mit auch fiir alle einfachen Funktionen von Q; x Q, nach [0,00). Die Behauptung fiir alle
messbaren Funktionen f : Q; x Q, — [0,00] folgt durch Approximation durch einfache
Funktionen von unten (Proposition nun durch dreifache Anwendung des Satzes
von der monotonen Konvergenz (Theorem[2.2.3[(b)). O

Lassen Sie uns den Satz von Tonelli an einem konkreten Beispiel demonstrieren.
Wir werden nach dem Beispiel besprechen, dass dieses Beispiel auch eine Schwierigkeit
aufzeigt, wenn man ein Analogon zum Satz von Tonelli fiir reell- oder komplex-wertige
Funktionen beweisen will.

Beispiel 2.4.9 (Ein Integral mit Hilfe des Satzes von Tonelli berechnen). Wir statten die

Intervalle [0,1] und [1,00) mit dem ein-dimensionalen Lebesgue-Mall A; aus und be-

—Var-1

2 . Wir wollen

trachten die stetige Funktion f: [0,1] x [1,00) — [0,00), f(w1,w2) :=w

f fw1,w2)dAz (w1, w3)
0,1]x[1,00)

berechnen und verwenden dazu den Satz von Tonelli (Theorem|2.4.8).
Fiir jedes festes w; € [0,1] folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz

n
f(w1,wz)dwy = lim flw1,w2) 11, n(w2) dwy = lirnf wgm_ldwz =: (%).
n n—o00 1

[1,00) TJ,00)

Falls w; € (0,1] ist, gilt
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Falls hingegen w; = 0 ist, gilt

wr=n
= OQ.

wr=

() = nlggo log(wz)

Wenn wir der einfacheren Schreibweise g : [0,1] — [0,00], g(w1) = \/LwT fiir w7 € (0,1] und
g(0) = oo setzen, gilt also insgesamt

/ flw1,w2)dA2 (w1, w2) =f f fw1,w2)dA; (w2)dA; (w1)

0,1]x[1,00) 10,11 J11,00)

:f g(wl)dﬂl(wl)Zf g(w1) Ly dAg (w1) + limf glwl 1 dA(wr)
[0,1] [0,1] n—o0 Jio,1] (31

=f g(0) Lypy dA;1(w1) + lim fl g(w1) dA;(w1)
0,11 n—oo JiL

=00 )Ll {0} + hm[ —dw1

Vorlesung 16

Beispiel 2.4.10 (Probleme mit der Integrierbarkeit). Wir betrachten dieselbe Funktion (Fr, 05 12%
f:10,1] x [1,00) — [0,00) wie in Beispiel - 2.4.9] Wir definieren eine neue Funktion £ : Egﬂgretl%
[0,1] x [1,00) — C, die sich bis auf den komplexen Winkel genauso verhilt wie f: wir set-
zen h(wy,w?) = exp(i(w; + w»)) f (w1, w7) fiir alle (w;,w>) € [0,1] x [l,oo)FE]Um uber das
Integral von h sprechen zu kénnen, miissen wir uns laut Definition zuerst {iber-
legen, ob h integrierbar ist. Da h stetig ist, ist es messbar, und wegen |h| = f folgt aus
Beispiel[2.4.9} dass h tatsdchlich integrierbar ist.

Wir wiirden nun gerne die Formel aus dem Satz von Tonelli (Theorem|2.4.8) auch fiir

die Funktion & anwenden und das Integral
f h(wy, w2) dAz (w1, w2)
[0,1]x[1,00)

in der Form f[O.I] fu,oo) h(wi,w2)dA; (w2)dA;(w;) darstellen um es dann zu berechnen.
Noch bevor wir anfangen nun zu iiberlegen, ob die beiden Ausdriicke tatsichlich gleich
sind, stellen wir aber fest, dass das Doppelintegral f[O.l] f[l’oo) h(wy,w2)dA (w2) dA; (W)
gar keinen Sinn ergibt, weil das innere Integral fu,oo) h(w1,w2)dAq (w2) nicht fiir jedes
w1 € [0, 1] definiert ist. Fiir w; = 0 ist namlich

f 10,0 dA@2) = [ £(0,02)dA (@p) =00

[1,00) [1,00)

wie wir in Beispiel[2.4.9|berechnet haben. Somit ist die Funktion A(0, -) : [1,00) — C nicht
integrierbar, das heillt, wir diirfen das innere Integral f[l,oo) h(wy,w2)dA; (w2) gar nicht
hinschreiben, falls w; = 0 ist.

22Das h nach C abbildet ist hier iibrigens iiberhaupt nicht wichtig. Man kann dasselbe Funktion wie in
diesem Beispiel auch leicht mit einer R-wertigen Funktion erzeugen - eine C-fertige Funktion verwenden
wir hier nur, weil die Formel damit etwas einfacher ist und wir uns somit mehr auf das Wesentliche konzen-
trieren kdonnen.
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Beispielerkléirt, warum das folgende Theorem etwas technischer wirkt als Theo-
rem Zur Formulierung des Theorems verwenden wir, dass man ¢-Algebren, MaR3
und Funktionen auf messbare Teilmengen eines MaBraums einschrinken kann (Aufga-
be 6.2 auf Hausaufgabenblatt 6 und Aufgabe 8.3 auf Hausaufgabenblatt 8).

Theorem 2.4.11 (Satz von Fubini). Seien (Q, 1,A1) und (Qo, 42, A2) o-endliche Mafs-
rdume, sei Q x Qo mit der Produkt-o -Algebra A, ® A und dem Produktmafs i1, ® up aus-
gestattet, und sei f : Q) x Q» — C integrierbar. Dann gibt es eine messbare Menge N; < Q
mit Mafs p1 (Ny) = 0 derart, dass f (w1, -) : Qo — C fiir jedes w; € Q1 \ Ny integrierbar ist.
Fiir jede solcheFE] Menge N, ist die Funktion

Q1\N; —C, w1 HL f w1, w2) dps(w))
2
integrierbar und erfiillt

f [ w1, w2) d(p ® p2) (1, w2) =f
Qy xQy

ff(wbwz)duz(wz)dm(wﬂ.
Q1\N; JQ,

Wir weisen kurz darauf hin, dass wir die rechte Seite der Gleichung in Theorem[2.4.11
etwas unpréazise aufgeschrieben haben. Genau genommen hétten wir dort den Ausdruck

f f flonn, (@1, w2) dpo (w2) dplo\w, (@1)
ann Ja,

hinschreiben miissen. Das ldsst die Formel aber komplizierter erscheinen, als sie eigent-
lich ist, und die Restriktionen von f und p in der Notation einfach zu unterdriicken, birgt
in dieser Situation kaum Verwirrungsgefahr — deshalb haben wir die Restriktionen in der
Formulierung des Theorems einfach unter den Tisch fallen lassen.

Beweis von Theorem[24.11l Wir definieren die Funktion g : Q; — [0,00] durch die For-
mel g(wy) := sz | f (o, w2)| dyz (w»); diese istlaut Proposition|2.4. _ messbar. Wir wen-
den den Satz von Tonelli (Theorem|2.4.8) auf die Funktion | f| an und erhalten somit

f g(w1)du (w1) =f | f(wr1,w2)| d(p1 ® p2) (w1, wz) < oo,
Q Q1xQp

da wir f als integrierbar vorausgesetzt haben. Lassen Sie uns die messbare Menge N; :=
{w1 € Q1| glwy) = oo} betrachten. Fiir jedes n € N gilt

npy (Ny) =f nly, du S/ gln, dm Sf gdu,
Ql Ql Ql

Z3sie fragen sich vielleicht — zurecht —, weshalb dieser Satz nicht einfach mit den Worten “fiir die Menge
N1” beginnt, sondern mit “fiir jede solche Menge Nj”. Der Grund ist, dass N nicht eindeutig bestimmt
sein muss. Um den Satz moglichst einfach anwenden zu konnen, ist es aber gut, wenn man nur irgendeine
Menge N mit der gewiinschten Eigenschaft zu finden braucht, und dann direkt mit ihr arbeiten kann.
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also u; (V) = % Jo 8du; der rechtsstehende Ausdruck konvergiert gegen 0 fiir n — oo,
weil [, gdu; < ooist, also folgt p1 (N;) = OFE]

Sei nun N; € Q) eine Menge mit der im Theorem angegebenen Eigenschaft. Dann
kann man Q; durch Q; \ N; ersetzen, die Funktion f in ihre positiven Anteile zerlegerF_g]
und auf diese vier Anteile den Satz von Tonelli (Theorem[2.4.8) anwenden. O

Ubrigens wurden Sie mit Beispielin gewissem Sinne {ibers Ohr gehauen: Denn
auch jetzt, wo wir eine korrekte Version von Theorem[2.4.11|gefunden haben, kénnen wir
das Integral f[o,l] %[1,00) h(wi,w?)dAs (w1, w?) aus Beipielnicht wirklich ausrechnen,
weil wir ndmlich das innere Integral

f h(wy, w2) dA; (w2) = [ exp(i(w; + wz))w;m_l dd (w2)
[1,00) [1,00)

aufgrund der recht komplizierten Form das Integranden nicht explizit ausrechnen kén-
nen. Der eigentliche Grund, weshalb wir Beispiel [2.4.10| besprochen haben, war um zu
sehen, dass man im Satz von Fubini die Ausnahmemenge N; benétigt.

2.5 Bildmale und der Transformationssatz

Einstiegsfragen. (a) Was besagt noch einmal der Transformationssatz fiir Integrale
aus der Analysis 2?

(b) Was stellen Sie sich unter dem Begriff “Wahrscheinlichkeitsverteilung” vor?

(c) Nochmal eine Widerholungsfrage zur Analysis 2: Was hat die Determinante von
Matrizen mit dem Lebesgue-Mal3 zu tun?

In diesem Abschnitt besprechen wir BildmaRe. Sie kennen Sie bereits aus Aufga-
be 3.3 auf Prasenzblatt 3 und aus Aufgabe 7.3 auf Hausaufgabenblatt 7. Damit alle wich-
tigen Begriffe und Resultate an einem Ort versammelt sind, wiederholen wir die entspre-
chenden Konzepte hier noch einmal kurz und erweitern sie noch um einige Eigenschaf-
ten und Begriffe.

Proposition 2.5.1 (Bildmalle). Sei (Q, A, 1) ein MafSraum, sei (ﬁ,ﬁ) ein Messraum und
sei f : Q — Q messbar. Wir betrachten die Abbildung

fen: A= 0,00l, A= (fup)(A):=p(f(A).

Dann ist f. . ein Mafs.

24Hjer kénnte man stattdessen auch etwas kiirzer argumentieren, dass

oo-ul(N1)=f oo-1py du1=f gln, dulsf gdu <oo
0 O Q

gilt. Dann muss man sich allerdings kurz tiberlegen, weshalb die ersten Gleichheit gilt (denn oo- 1 ; ist laut
Deﬁnitionkeine einfache Funktion).

25Als0in £+ und f~, falls f reellwertig ist, und in (Re f)*, (Re f)~, Im f)* und (Im f)~, falls f komplex-
wertig ist.
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Beweis. Das haben Sie in Aufgabe 3.3(b) auf Prdsenzblatt 3 bewiesen. O

Definition 2.5.2 (BildmaR). In der Situation von Proposition nennt man f, u das
BildmaR von p unter f E]

Beispiele 2.5.3 (Einige BildmaRe). (a) Sei A € R%*¢ eine invertierbare Matrix, die wir
mit der Abbildung RY — [Rd, x — Axidentifizieren. Dann gilt (A, 14)(S) = Ide—ltm/ld(S)
fiir alle S € B(R%).

(b) Sei f:R— R, f(x)=|x|. Dann gilt fiir jedes A € B(R)
(feA1)(A) =241 (AN[0,00)).

Beweis. [(a)] In der Analysis 2 haben wir besprochen, dass /ld(A(S)) = |det A|14(S) fur
jede Menge S € B(RY) gilt. Indem wir das auf die Matrix A~! anwenden und 1 =
|det(id)| = |det A| |det(A_1)| verwenden, folgt die Behauptung.

[(B)] Sei A€ B(R). Dann ist
1A =1 (AN[0,00) = AN [0,00) U—(AN[0,00)) = AN [0,00) U—(AN (0,00)).

Die Mengen An [0,00) und —(AN (0,00)) sind disjunkt und haben wegen A, ({0}) =0
und wegen Aufgabe 3.4(b) auf Priasenzblatt 3 dasselbe eindimensionale Lebesgue-
MaQ. Also folgt die Behauptung. O

Theorem 2.5.4 (Transformationssatz fiir BildmaRe). Sei (Q,.A, 1) ein Mafsraum, sei (Q, A)
ein Messraum und sei f : Q — Q messbar:

(a) Fiir jede messbare Funktion g : Q — [0,00] gilt
ﬁ gd(fep) = f go fdu.
0 Q

(b) Sei g:Q — C messbar. Die Funktion g ist genau dann beziiglich f.u integrierbar;
wenn go f:Q — C beziiglich u integrierbar ist, und in diesem Fall gilt

ngd(f*u) =f go fdu.
0 Q
Beweis. [(a)] Das haben Sie in Aufgabe 7.3(b) auf Hausaufgabenblatt 7 bewiesen.
[(B)] Wegen |g|o f =|go f| folgt aus|(a)
ﬁ gl d(fup) =f |gofldp.
o) Q

Somit ist tatsdchlich g ist genau dann beziiglich f. u integrierbar, wenn go f: Q —C
beziiglich p integrierbar ist. Durch Zerlegung von g in seine vier positiven Anteile
erhilt man die in[(b)|behauptete Gleichheit der Integrale ebenfalls aus O

260der, falls Sie Anglizismen mégen, das Pushforward-MaR von g unter f.
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2.5. Bildmalie und der Transformationssatz

Ein besonders wichtiges Beispiel fiir BildmaRe sind Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen.

Definition 2.5.5 (Wahrscheinlichkeitsverteilungen). Sei (Q, .4, u) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und sei f: Q — M < R eine Zufallsvariable. Dann bezeichnet man das Bildmalf3
fept: B(R) — [0,00) als Wahrscheinlichkeitsverteilung von f.

Bevor wir einige Beispiele fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen besprechen, geben
wir geben wir zunéchst die folgende extrem niitzliche Konsequenz von Theorem [2.5.4
an.

Korollar 2.5.6 (Erwartungswerte via Wahrscheinlichkeitsverteilung). Sei(Q, A, ) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, f : Q — R eine Zufallsvariable, und sei v : B(R) — [0,00] die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von f, das heifst v = f. .

Die Zufallsvariable f ist genau dann integrierbar, wenn fR |x] dv(x) < oo ist, und in
diesem Fall ist der Erwartungswert von | gegeben durch

Ef = f xdv(x).
R

Beweis. Man wende den Transformationssatz fiir Bildmafe (Theorem[2.5.4) auf den Mess-
raum (ﬁ,ﬂ) = (R, B(R)) und die Funktion g = idg an. O

Das so harmlos wirkende Korollar hat es in Wirklichkeit in sich, denn es zeigt
folgendes: Wenn man sich fiir die Erwartungswerte einer Zufallsvariable f interessiert,
E] muss man den zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A4, ¢t) und die Abbil-
dungsvorschrift fiir f gar nicht kennen! Es geniigt, lediglich die Verteilung von f zu ken-
nen. Dies ist einer der Griinde, weshalb man in der Stochastik viel 6fter tiber die Vertei-
lung von Zufallsvariablen spricht als iber den zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeits-
raum.

Lassen Sie uns zur Veranschaulichung ein einfaches Beispiel fiir eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung diskutieren.

Beispiel 2.5.7 (Binomialverteilung mit Wahrscheinlichkeit 1/2). Sei n € N und sei Q =
{Z, K}"*. Wir betrachten das Wahrscheinlichkeitsmal$ y : 22, [0, 00], das durch p(A) = Z—f
gegeben istF_g] Sei f: Q — R diejenigen Funktion, die jedem w € Q die Zahl zuordnet, die

angibt, wie oft K in w vorkommt. Ganz prézise geschrieben hei3t das
flw)=#{jefl,...,n}| wj=K}.

fiir alle w € Q. Die Funktion f ist messbar, da wir auf Q die o-Algebra 2 betrachten. Es
gilt:

27Und eine analoge Aussage erhilt man zum Beispiel auch fiir die sogenannte Varianz einer Zufallsva-
riablen aus dem Transformationssatz fiir BildmaRe.

28 Apschaulich betrachten wir also die Situation, dass eine faire Miinze n-mal geworfen wird. Die mogli-
chen Ergebnisse des n-maligen Miinzwurfs sind die n-Tupel w € Q.
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Vorlesung 17
(mi, 1012.)
beginnt mit
dem Beweis
von

Beispiel 2.5.40b)]

2. INTEGRATION BEZUGLICH MASSEN

(a) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung v := f. p: B(R) — [0,00] ist gegeben durch
1(n
A) = — ,
v(A) > o ( k)

fiir alle A € B(R), wobei (}) = ,C,(+l,€), wie {iblich den Binomialkoeffizienten be-
zeichnet.

(b) Der Erwartungswertvon fistEf = %

Beweis. [(a)] Sei A€ B(R). Dann gilt

V(A) = (fup)(A) = u(f 71 (A) = =t

#f~ l(A) 1 ( U {k})

ke{0,..,ninA

1
Y o#Mk)=5 X (”)
..... ninA 2 ke{0,...,ntNA k

2" kef0,...,ntNA znke{o

Fiir die vierte Gleichheit haben wir verwendet, dass f nur Werte in {0,...,n} an-
nimmt. Fiir die letzte Gleichheit haben wir verwendet, dass es genau so viele Ele-
mente w € {Z, K}" gibt, die genau k-Mal das Symbol K enthalten, wie es k-elementige
Teilmengen von {1,..., n} gibt (und das dies genau (Z) Stiick sind).

[(b)] Es gilt

..........

= xd(Wlg,. n)(x) = k
f{o n} t } kE{OX: Zn(k)

........ n}

wobei die erste Gleichheit aus Beispiel [2.5.6|folgt, die zweite Gleichheit aus Aufga-
be 8.3(c) auf Hausaufgabenblatt 8, die dritte Gleichheit aus vIg\1,..., =0, und die
vierte Gleichheit aus Aufgabe 7.3(a) auf Prasenzblatt 7. Wegen

k(n)_{o, falls k=0,
k) | pime falls keil,...n

erhalten wir also

1 L n! n 1 (n—1)!
S oon ; (k—=D!(n—-k)! 27 k; (k=D!((n—1)—(k—1)!
B N Gl D P B
C2r S R((n-n-k) 2nT 2]
wie behauptet. O
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2.6. Absolute Stetigkeit von Mallen

2.6 Absolute Stetigkeit von MaRen

Einstiegsfragen. (a) Welche Vorstellung haben Sie, wenn Sie den Begriff “Massedich-
te” horen? Und wenn Sie den Begriff “Ladungsdichte” horen?

(b) Wiirden Sie sagen, dass das Lebesgue-Mal} 1, und das Dirac-Delta-MaR d, des
Punktes 0 € R sich in irgendeinem Sinne fundamental unterscheiden?

Definition 2.6.1 (Absolutstetigkeit von Mal3en). Sei (Q2,.4) ein Messraum und seien y, v :
A — [0,00] zwei Mae. Wir nennen v absolutstetig beziiglich u, falls fiir alle A € A die
Implikation

u(A) =0 = v(A)=0
gilt. In diesem Fall schreiben wir v <« p.

Hier ist ein einfaches Beispiel zweier Mal3e von deinen keines beziiglich des anderen
absolutstetig ist.

Beispiel 2.6.2 (Dirac-Mal3e und das Lebesgue-Mall). Sei x € R und sei 6 : 2R . [0,00]
das Dirac-6-Mal$ im Punkt x. Dann gilt:

(@) 6xlpm ist nicht absolutstetig beziiglich 1, FE]
(b) A, ist nicht absolutstetig beziiglich 0 x|3w)-
Beweis. [(@)] Es gilt (§x|pmw) ({x}) = d,({x}) =1, aber A ({x}) =0.
[(B)] Esgilt A1([x+1,x+2]) =1, aber (6xlpm)([x+1,x+2]) =8, ([x+1,x+2])=0. O

Man kann aus einem gegebenen Mal3 i leicht neue Mal3e konstruieren, die beziiglich
1 absolut stetig sind. Wir zeigen das in Proposition Der einfacheren Schreibweise
halber fithren wir vorher noch die folgende Notation ein.

Notation 2.6.3 (Integration iiber Teilmengen). Sei (Q, A, 1) ein Mallraum und sei f: Q —
[0,00] messbar oder f: Q — C integrierbar. Fiir jedes C € A setzt man

j;fdu::fﬂlcfdu.

Aus Aufgabe 8.3(b) auf Hausaufgabenblatt 8 folgt, dass [ fdu = [ flcd(ulc) istm
Die Schreibweise mit Integrationsvariablen, die wir in Notation eingefiihrt ha-
ben, kann man natiirlich auch fiir Integrale iiber C € A verwenden, das heil3t, man schreibt

ffd,u=:ff(w)du(w).
c C

29Wir sprechen hier von der Einschrinkung & x| B(R) anstelle von 6 selbst, weil man laut Deﬁnition
tiberhaupt nur dann von Absolutstetigkeit eines Malles beziiglich eines anderen Mafles sprechen kann,
wenn beide dieselbe o-Algebra als Definitionsbereich haben.

30Genau genommen haben Sie das in dieser Aufgabe nur fiir f : Q — [0,00] gezeigt. Hieraus erhilt man
aber leicht: Wenn f : Q — C integrierbar ist, dann ist f|¢ : C — C beziiglich ulc ebenfalls integriert und es
gilt dieselbe Formel.
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Hinweis: In der
Vorlesung
beweisen wir
Propositi-
onk.67nurim
Spezialfall
v(Q) < oo. Der
Beweis beruht
in diesem
Spezialfall auf
derselben Idee,
ist aber etwas
weniger
technisch.

2. INTEGRATION BEZUGLICH MASSEN

Proposition 2.6.4 (Konstruktion von Mallen aus Dichten). Sei (QQ, A, u) ein MafSraum
und sei f : Q — [0,00) messbarf’)| Dann ist die Abbildung

v:A— [0,00], AHV(A)::ffdu
A

ein Mafs und v ist absolutstetig beziiglich p.

Den Beweisen fiihren wir in den Ubungen. Die Konstruktion in Proposition ist
so niitzlich, dass wir folgenden Begriff dafiir einfiihren.

Definition 2.6.5 (Dichte von Mallen). Sei (Q2, A4, 1) ein Mallraum, sei v : A — [0,00] ein
weiteres Mafd und sei f: Q — [0,00) messbar. Wir sagen, dass f eine Dichte von v beziig-
lich p ist, falls v(A) = [, f dp fiir alle A € A gilt.

Wir werden in Proposition zeigen, dass Dichten “im Wesentlichen” eindeutig
sind. Um zu prézisieren, was hierbei “im Wesentlichen” bedeutet, verwenden wir den
folgenden Begriff.

Definition 2.6.6 (Fast iiberall-Eigenschaften). Sei (Q,.4, y) ein MaBraum und fiir jedes
w € Q sei eine Aussage A(w) gegeben. Wir sagen, dass A p-fast iiberall wahr ist, falls es
eine Menge N € A mit y(N) = 0 gibt derart, dass A(w) fiir alle w € Q\ N wahr ist.

Wenn das Mal§ ¢ aus dem Kontext klar ist, sagt man oft auch einfach fast iiberall
anstelle von pu-fast tiberall.

Proposition 2.6.7 (Eindeutigkeit von Dichten). Sei (Q, .4, u) ein Mafsraum, sei v : A —
[0,00] ein o-endliches Mafs, und seien fi, f» : Q — [0,00) messbar und Dichten von v be-
ziiglich u. Dann gilt p-fast iiberall fi = f>

Beweis. Wegen der o-Endlichkeit von v gibt es eine Folge E, E, - - - € A mit U‘]’.‘; 1Ei=Q
und mit v(E;) < oo fiir alle j € N. Wir setzen

Li={weQ] filw) < fo@)}=(fi~f27'((-00,0),
M:={weQl filw) > frilw}=(fi-f)((0,00)
und N:=LUM={we Q| filw) # fo(w)}. Die Mengen L, M und N sind messbar und
es geniigt 1(N) = 0 zu zeigen. Dafiir wiederum miissen wir nur g(L) = 0 und (M) =0

zeigen.
Wir kénnen L schreiben als L = L_J‘,’l":1 L, mit

Ly={weQ] filw)++ < frlw}=(fi-f) " ((-00,-1)) 4

31Man kénnte hier auch messbare Funktionen f zulassen, die Werte in [0,00] annehmen, aber dann
werden manche Stellen in diesem Abschnitt etwas technischer. Darauf verzichten wir lieber.

32Das heilt also laut Deﬁnition dass es ein N € A mit u(N) = 0 gibt derart, dass fi(w) = f2(w) fur
allew e O\ N gilt.

33Und somit auch v-fast iiberall, da v laut Propositionabsolut stetig beztiglich p ist.
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2.6. Absolute Stetigkeit von Mallen

firalleneN.Esgiltfiirall n, jeN
1 1
V(anEj)=f fgdpzf h+—du=v(Ly,nEj)+—ulL,NEj)
LanE; LunE; n n

Wegen v(L, N Ej) < v(E;) < oo folgt daraus u(L, N E;) = 0 fiir alle n, j € N und somit
w(lLy) < Z‘;‘;l u(Ly N Ej) = 0 fiir alle n € N. Insgesamt ist also u(L) < Y57, u(Ly) = 0, das
heildt u(L) =0.

Indem man die Rollen von f; und f, vertauscht folgt auch p(M) = 0 und somit, wie
behauptet, p(N) = 0. O

Proposition 2.6.8 (Integral beziiglicher von Maen mit Dichte). Sei (Q, A, u) ein Mafs-
raum, seiv : A — [0,00] ein weiteres Mafs und sei f : Q — [0,00) messbar und eine Dichte
von v beziiglich .

(@) Seig:Q — [0,00] messbar. Dann gilt

ngdv=ngfd,u.

(b) Seig:Q — C messbar. Es ist g genau dann beziiglich v integrierbar, wenn g f beziig-
lich u integrierbar ist, und in diesem Fall gilt

[ gav=[ grau.

Beweis. [(@)] Sei zunéchst g:Q — [0,00) einfach, das heilt, g =Y.} | ay 1 4, fiir geeignete
Skalare ay, ..., a;, € [0,00) und Mengen Ay,..., A;; € A. Dann gilt

m m m
fgfd,u:Zakf ]lAkfdll:Zakf fdﬂ:Z“kV(Ak)=fng-
Q k=1 Q k=1 Ay k=1 Q

Fiir allgemeine messbare Funktionen g : Q — [0,00] erhélt man nun die Behaup-
tung, indem man g von unten durch messbare Funktionen approximiert (Propositi-

on[2.1.10) und den Satz von der monotonen Konvergenz (Theorem (b)) verwen-
det.

[®) Aus[@]folgt
flgldv=f|g|fdﬂ=f|gf|du-
Q Q Q

Also ist g genau dann beziiglich v integrierbar, wenn g f beziiglich p integrierbar ist.
In diesem Fall erhélt man aus|(a)|die Gleichheit J, gdv = [, g f du, indem man g in
seine positiven Anteile zerlegt. O

Die vorangehende Proposition motiviert die folgende Notation fiir ein Ma@ v, welche
eines Dichte f beziiglich eines Malles u besitzt.

71

Vorlesung 18
(Fr, 1212.)
beginnt mit
Propositi-

on26.8



2. INTEGRATION BEZUGLICH MASSEN

Notation 2.6.9 (Male mit Dichte). Sei (2,4, y) ein Mallraum, sei v : 4 — [0,00] ein wei-
teres Mald und sei f: Q — [0,00) messbar. Wenn man sagen mochte, dass f eine Dichte
von v beziiglich p ist, schreibt man hierfiir oft dv = fdp.

Wenn auf einem Messraum ((2,.4) zwei Malle u,v : A — [0,00] gegeben sind und v
eine Dichte beziiglich u besitzt, dann ist v laut Proposition [2.6.4] absolutstetig beziiglich
1. Bemerkenswerter Weise gilt (im o-endlichen Fall) auch die umgekehrte Implikation,
das heilst, man hat insgesamt das folgende Resultat.

Theorem 2.6.10 (Absolutstetigkeit und Dichten — der Satz von Radon-Nikodym). Sei
(Q, A, w) eino-endlicher Mafsraum undv : A — [0,00] ein weiteres o -endliches Mafs. Dann
sind dquivalent:

(i) Das Mafs v ist absolutstetig beziiglich i, das heifst v < p.
(ii) Es gibt eine messbare Funktion f : Q — [0,00) mit dv = fdu.

Das Theorem werden wir aus Zeitgriinden nicht beweisen. Bei Interesse kdnnen Sie
einen Beweis zum Beispiel in [1} Satz VII.2.3 auf Seite 303] finden. Ein sehr effizienter
Beweis ist zu dem mit den Methoden der Funktionalanalysis moglich. Falls sich in den
Grundlagen der Funktionalanalysis die Gelegenheit ergibt, werden wir den Satz dort be-
weisen ]

34Das war zwar kein Versprechen, aber auf jeden Fall ein Versuch Werbung zu machen!
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Kapitel 3

Funktionenraume

3.1 Banachriume und lineare Operatoren

Einstiegsfragen. (a) Als welche Reihe war nochmal die Exponentialfunktion auf R de-
finiert? Warum konvergiert diese Reihe und was hat das mit der Vollstdndigkeit von
R zu tun?

(b) Wiederholung aus der Linearen Algebra 1: Was haben Matrizen mit linearen Abbil-
dungen zu tun?

(c) Wiederholung aus der Analysis 2: Was war noch einmal die induzierte Norm einer
Matrix?

Wir wiederholen kurz den Begriff der Norm, den Sie aus der Analysis 2 kennen, und
definieren aullerdem den etwas allgemeineren Begriff Halbnorm.

Definition 3.1.1 (Normen und Halbnormen). Sei K € {R,C} und sei V ein Vektorraum
tiber K. Eine Abbildung |- || : V — [0,00) hei8t Halbnorm, falls sie die folgenden Axioma
erfiillt:

(I) Absolute Homogenitiit: Fiir alle v € V und alle @ € K gilt [av| = |al V.
(II) Dreiecksungleichung: Fiir alle v, w e V gilt [[v+ wl < [lv] + lwl.

Man bezeichnet eine Halbnorm |- || : V — [0,00) als Norm, wenn Sie zusétzlich die fol-
genden Eigenschaft erfiillt:

(IIl) Positive Definitheit: Ist v € V und ||v|| = 0, dann folgt v = 0.

Wenn || -|| eine Norm auf V ist, dann bezeichnet man das Paar (V| -|) als normierten
Raum. Hiufig unterdriickt man hierbei das Symbol || || in der Schreibweise, das heilt,
man schreibt einfach nur, dass “V ein normierter Raum” ist, anstatt zu schreiben, dass
“(V, Il - 1) ein normierter Raum” ist.
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3. FUNKTIONENRAUME

Halbnormen werden wir in Abschnitt verwenden. Im aktuellen Abschnitt sehen
wir uns einige grundlegenden Eigenschaften von Normen und normierten Rdumen an.

Zuniéchst erinnern wir daran, dass jeder normierte Raum V in natiirlicher Weise auch
ein metrischer Raum ist, denn wenn man fiir alle v, we V

dlv,w):=llv-wl

definiert, dann ist d eine Metrik. Damit sind fiir normierte Riume auch automatische
Begriffe wie Stetigkeit, Konvergenz von Folgen, und Cauchy-Folgen definiert, denn diese
Begriffe wurden in der Analysis 2 allgemein fiir metrische Rdume eingefiihrt. Folgende
Eigenschaft ist elementar, aber besonders niitzlich, weshalb wir sie hier kurz wiederho-
len. Fiir eine Folge (v;) in V und ein v € V gilt v, — v genau dann, wenn d(v,,v) — 0
gilt, und dies ist wiederum dquivalent zu

lvn—vil — 0.

Diese Eigenschaft ist &uflerst niitzlich um Konvergenz von Folgen in normierten Riumen
zu beweisen, und wir werden sie sehr oft verwenden.

Proposition 3.1.2 (Stetigkeit der Vektorraum-Operationen). Sei E ein normierter Raum,
seien (x,) und (y,) konvergente Folgen in E mit Grenzwerten x, y, und seien (a ) und (B5)
konvergente Folgen im Skalarkérper mit Grenzwerten a, B. Dann gilt

AnXp+Ppyn—ax+Py  und 0l — llxll
fiir n — oo.

Beweis. Die Behauptung ||x,| — ||x|l zeigen Sie in einer Ubungsaufgabe. Fiir die anderen
beiden Aussagen geniigt es a,x, — ax und x, + y, — X + y zu zeigen.

Skalare Multiplikation: Es ist

lapx,—axl| <llapx,—apx|+lla,x—ax|

lanl Ixp— x|l +]a,—alllxll —0
~ —— —\—
beschr. —0 —0

fiir n — oo.
Addition: Es gilt
|Gen+ yn) = x4+ Y| < lxp = xll + | yn—y| — 0
fiir n — oo, womit die Behauptung bewiesen ist. O

Lassen Sie uns kurz ein paar Beispiele fiir normierte Riume besprechen; manche
davon haben wir auch in der Analysis 2 schon besprochen. Weitere wichtige Beispiele
fiir normierte Rdume werden wir im nachfolgenden Abschnitt mit Hilfe der MaR-
und Integrationstheorie konstruieren.
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Beispiele 3.1.3 (Ein paar normierte Riume). SeiK € {R,C} und d € N.

(@)

(b)

(c)

Sei p € [1,00]. Es ist K4 zusammen mit der p-Norm |||, die durch

I (Zf_llxklp)”p falls p € [1,00),
x|, = =
P max{|xgl| ke {l,...,d}}

fiir alle x € K" gegeben ist, ein normierter Raum.

Wie Sie aus der Analysis 2 wissen, fiihrt jede Norm in K¢ zurselben Charakterisie-
rung von Konvergenz: Eine Folge (x™),cn in K¢ konvergiert genau dann gegen
ein x € K4, wenn fiirjedes k€ {1,...,d} die Konvergenz xgcn) — xp in K gilt.

Sei (M, d) ein kompakter metrischer Raum. Dann ist der Vektorraum C(M;K) aller
stetigen Funktionen von M nach K zusammen der Supremumsnorm (auch oo-
Norm genannt), die durch

[ llsup = 1 oo 3= sup{]f @) | 0 € M}

fir alle f € C(M;K) gegeben ist, ein normierter Raum. Die Konvergenz einer Funk-
tionenfolge (f},;) gegen eine Funktion f in diesem Raum bedeutet gerade, dass (f;,)
gleichmillig gegen f konvergiert.

Sei cyp die Menge all derjenigen Folgen x = (x;) nen in C, die nur endlich viele von 0
verschiedene Glieder haben. Das ist Vektorraum beziiglich der komponentenwei-
sen Addition und Skalarmultiplikation, und man kann leicht nachrechnen, dass
durch

Xl := max|x,|
neN

eine Norm auf ¢yy gegeben ist.

In der Analysis 2 haben wir hiufig lineare Abbildungen zwischen K¢ und K¢ — oder,
dquivalent dazu, Matrizen in Kaxe - Verwendet Praktischer Weise sind lineare Abbil-
dungen zwischen K¢ und K¢ immer stetig. In unendlicher Dimension ist das allerdings
anders, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 3.1.4 (Eine unstetige lineare Abbildung). Betrachten wir den Raum cyp mit der
Norm | - [« aus Beispiel Es sei T : copp — coo gegeben durch

Tx:= (nzxn)nEN

1Zum Beispiel haben wir die Ableitung D f(x) einer differenzierbaren Funktion f : K¢ — K4 in einem
Punkt x € K€ als eine Matrix in K4*¢.
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fiir alle x = (xy,) nen. Man kann sich T auch als Matrixmultiplikation mit einer unendlich
groBen Matrix vorstellen: Fiir alle x € ¢y ist

1%2x; 12 X1
22 X2 22 X2
32 32

Tx = x3 = x3
42 X4 42 X4

Die Abbildung T ist linear und nicht stetig.
Beweis. Linearitdt: Fir alle x, y € cop und alle a, § € C gilt
(T(ax+pBx)), = n(@x+ By)n = n*(@x, + Pyn) = n°ax, + n*Byn
= an’xn+Bn’yn = a(Tx),+B(TY)n = (aTx+pTX),
fiir alle n e Nund somit T(ax+ By) =aTx+ BTy.

Unstetigkeit: Fiir jedes n € N bezeichne e € ¢y den n-ten kanonischen Einheitsvek-
tor, das heil3t, diejenige Folge in cyo, die an der Position 7 den Eintrag 1 und sonst
den Eintrag 0 besitzt. Dann ist || %e(") ||oo = % — 0 und somit %e(”) — 0 fiir n — oo.
Zugleich gilt aber Te!"” = n?e™ fiir alle n € N und somit

HT%e(”) = ||ne™ |, =n—o0

fiir und somit L e /0 = T0 fiir n — co. O

Da es in unendlicher Dimension unstetige lineare Abbildungen gibt, liegt es nahe
sich Gedanken dariiber zu machen, wann eine lineare Abbildung zwischen zwei nor-
mieren Rdumen stetig ist. Das tun wir in der folgenden Proposition.

Proposition 3.1.5 (Stetigkeit linearer Abbildungen). Seien V, W normierte Riume iiber
demselben Korper und sei T : V. — W linear. Dann sind dquivalent:

(i) T iststetig.
(i) T iststetigim NullpunktOe V.
(iii) Esgiltsup{lITxlw | x€V, lIxlly <1} <oo.
(iv) Es gibteine Zahl C € [0,00) mit | Txllw < Clx|ly fiirallexe V.
Beweis. =|[@)]" Diese Implikation ist offensichtlich.

=|[@]” Wir verwenden mehrmals Proposition Sei x € V und sei (x,) eine Folge
in V, die gegen x konvergiert. Dann gilt x,, — x — 0 und somit wegen [(i)] T'x, — Tx =
T(x, — x) — 0. Folglich gilt Tx,, — Tx, also ist T stetigin x.
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3.1. Banachrdume und lineare Operatoren

faD]=[GiD]” Wir zeigen die Kontraposition. Sei das Supremum in gleich co. Dann
gibt es fiir jedes n € N einen Vektor x,, € V mit || Tx, |y > n? und || x, |y < 1. Damit
gilt || x,/n| < % — 0und somit x,/n — Ofiirjedes n € N. Zugleich ist aber | Tx,/nlly =
ITxnllyw /n>n— oo fiir n — co. Somit gilt Tx,/n 4 0= T0 fiir n — oo, also ist T im
Punkt 0 unstetig.

fiid]=[Gv)" Bezeichne C € [0,00) das Supremum in|[(iii)} Sei x € V mit | x|y < 1. Falls
x = 0ist, gilt [ Txllyw = 10l = 0 = [|0]ly. Sei nun also x # 0. Dann kénnen wir v :=
x/ | x|l setzen und erhalten || v|y = 1 und somit

I Txllw

llxllv

=|Tvlw =C.

Also folgt [ Txllw < Cllixlly.
=|(ii)]" Sei (x,) eine Folge in V, die gegen 0 konvergiert. Dann gilt
0= ITxpllw = Clixply —0
und somit T'x;, — 0. Also ist T stetig in 0. O

Proposition 3.1.6 (Summe und skalare Vielfache stetiger linearer Operatoren). Seien
V, W Vektorrdume iiber K € {R,C}, seien S, T : V. — W linear und stetig und seien a, § € K.
Dann istauch aS+ BT :V — W stetig.

Beweis. Das folgt leicht aus Proposition[3.1.2] O

Ubrigens stimmt Proposition [3.1.6/auch dann, wenn S und T nicht stetig sind (mit
dem selben Beweis). An dieser Stelle bendtigen wir die Aussage insbesondere fiir lineare
Abbildungen, damit die nachfolgende Definition[3.1.7|Sinn ergibt.

Lineare Abbildungen bezeichnet man, insbesondere wenn sie auf unendlich-dimen-
sionalen Vektorraumen definiert sind, oft als lineare Operatoren. Das erkldrt zum Bei-
spiel die Verwendung des Begriffs Operatornorm in der folgenden Definition.

Definition 3.1.7 (Operatorraum und Operatornorm). Seien V, W normierte Riume tiber
demselben Korper.

(a) Mit L(V; W) bezeichne wir den Vektorraum aller stetigen linearen Abbilungen von
V nach W (ausgestattet mit der punktweisen Addition und der skalaren Multipli-
kation) [

(b) Fiirjedes T € £L(V; W) nennt man
ITIcovwy = 1Tlw—y =TI :=sup{ITxllw | xeV, x|y <1} €[0,00)

die Operatornormvon 7.

2Manchmal nennt man £(V; W) auch kurz den Operatorraum zwischen V und W, aber das ist etwas
vage.
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Hinweis: Das
Beispiel[31:10]
kennen Sie
bereits aus der
Analysis 2.
Deshalb - und
um ziigig zu
Abschnitt[32]zu
gelangen -
haben wir es in
der Vorlesung
nur miindlich
besprochen.

Vorlesung 20
(Fr, 1912.)
beginnt mit
Abschnitt[31.9]

3. FUNKTIONENRAUME

Bevor wir einige Eigenschaften der Operatornorm anschreiben, fithren wir noch den
folgenden Begriff ein. Er nimmt eine ganz zentrale Stelle in der unendlich-dimensionalen
Analysis ein.

Definition 3.1.8 (Banachrdume). Ein normierter Raum heil$t Banachraum, wenn er be-
ziiglich der von der Norm induzierten Metrik vollstdndig ist (das heil3t, wenn jede Cauchy-
Folge konvergiert).

Proposition 3.1.9 (Die Operatornorm ist eine Norm). Seien V, W normierte Rédume iiber
demselben Korper.

(a) Die Operatornorm || - llw—v : L(V, W) — [0,00) ist tatséichlich eine Norm.

(b) Wenn der Bildraum W ein Banachraum ist, dann ist auch L(V; W) mit der Opera-
tornorm ein Banachraum.

Den Beweis Vonwerden wir ebenfalls in den Ubungen fiihren. Auf einen Beweis
von|(b)|verzichten wir an dieser Stellef]

Sei K € {R,C} und sei A € K¢*4 eine Matrix, die wir als einen linearen Operator A:
K? — K¢ auffassen. Seien p, g € [1,00]. Wenn der Definitionsbereich K¢ der Abbildung
A mit der ¢”-Norm ausgestattet ist und der Wertebereich K¢ mit der £7-Norm, dann
schreiben wir fiir die Operatornorm von A oft kurz || Al 4. In einigen wichtigen Spezi-
alfillen kann man diese Operatornorm durch eine explizite Formel ausdriicken. Fiir die
folgenden Félle hatten wir das in der Analysis 2 besprochen.

Beispiel 3.1.10 (Induzierte Matrixnormen bzgl. der 1-Norm und der co-Norm). Sei K €
{R,C} und sei A € K9, Dann gilt

I Ally—1 = max{| A.
und || Alloo—oo = max{|| Ay,

|1""'||A°,d”1}
e Aol )

wobei A, 1,..., A. 4 € R die Spalten von A und A;..,...,Ac. € R!*4 die Zeilen von A be-
zeichnen.

3.2 LP-Raume

Einstiegsfragen. (a) Haben Sie eine Vorstellung von dem Begriff “quadratischer Feh-
ler”?

(b) Falls Sie sich fiir Physik interessieren: Was ist ein reiner Zustand eines Quantensys-
tems?

3Erist nicht besonders kompliziert, aber nimmt etwas Zeit in Anspruch. Die Aussageist fiir das aktu-
elle Kapitel[Blauch nicht so zentral; wir haben es hier vor allem kurz angesprochen, damit Sie es irgendwann
schon einmal gehort haben, falls diese Eigenschaft spéter (in dieser oder in anderen Vorlesungen) auftau-
chen sollte.
In den Grundlagen der Funktionalanalysis im Sommersemester 2026 werden wir das Resultat aber auf
jeden Fall beweisen, denn fiir die Funktionalanalysis ist diese Aussage tatsdchlich enorm wichtig.
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Definition 3.2.1. Sei (Q, A, 1) ein Mallraum, sei f : QO — C messbar, und sei p € [1,00).
Man setzt

171, = ([ 1717 d) " < 0,001,

wobei wir die Konvention oco!’? := oo verwenden.

Man beachte, dass | - || , keine Norm ist, auch wenn die Notation das vielleicht nahe-
legen wiirde. Genauer:

e Eskann ||| p den Wert oo annehmen, wihrend eine Norm laut Definition immer
nach [0,00) abbilden muss.

* Es kann messbare Funktionen f geben, die nicht 0 sind, aber trotzdem | f||, =0
erfiillen. Das passiert dann (und, wie wir gleich in Theorem (b)[sehen werden,
nur dann), wenn f = 0 fast {iberall gilt.

Wenn man sich gerne einen Vektorraum basteln mochte, der aus messbaren Funktio-
nen besteht und auf dem || -||,, eine Norm ist, muss man also einerseits alle Funktionen
f wegwerfen, fiir die || f || p =00 gilt. Und andererseits muss man einen Weg finden, die-
jenigen Funktionen mit || f || p=0 “zum Nullvektor zu machen”. Beides werden im Laufe
dieses Abschnitts tun.

Wir brauchen die folgende simple Beobachtung: Wenn p € (1,00) ist, dann gibt es
genaue eine Zahl p’ € (1,00) mit % + # = 1. Das kann man schlicht nachrechnen (und

erhilt p’' = %).

Theorem 3.2.2 (Eigenschaften von | - [I,). Sei (Q, A, p) ein MafSraum und seien f,g:Q —
C messbar. Sei p € [1,00).

(@ Esgile|[| ][, =71,
(b) Esgilt ||f||p =0 genau dann, wenn f = 0 fast tiberall gilt.
(c) FiralleaeCgilt|af|,=lal]f],.

(d) Es giltdie Dreiecks-Ungleichung (die man fiir || - Il , manchmal auch als Minkowksi-
Ungleichung bezeichnet)

If+el,=<lrl,+lel,-

(e) Sei nun sogar p € (1,00) und sei p' € (1,00) mit % + ﬁ = 1. Dann gilt die Holder-
Ungleichung'|

[ 1rstdu=1rsl, lel,-

4Dieselbe Aussage gilt iibrigens auch fiir p = 1. Allerdings muss man dann p’ = co wihlen um pt pl =1

zu erreichen, und | - || o, fiir messbare Funktionen so zu definieren, dass es sich im Kontext dieses Abschnitts
“passend” verhdlt, ist etwas subtil. An dieser Stelle verzichten wir deshalb darauf, verweisen aber gerne und

immer wieder mit Freude auf die Vorlesung Grundlagen der Funktionalanalysis im ndchsten Semester.
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Lemma 3.2.3 (Youngsche Ungleichung). Seien p,p’ € (1,00) mit % + % =1 und seien
a,b € [0,00). Dann gilt

Beweis. Falls a =0 oder b = 0 gilt, ist die Behauptung klar, also seien a, b > 0. Die Expo-
nentialfunktion exp : R — R ist konvex Wegen % >0, # >0 und % + % =1 gilt also fiir
allex,yeR

1 1 1 1
exp(—x+ —y) < —exp(x) + —exp(y)
D p Y

(das ist gerade die Definition von Konvexitidt!). Wenn man in dieser Ungleichung x =
ploga = log(a”) und y = p’logh = log(b”’) wiéhlt, erhédlt man die behauptete Unglei-
chung. O

Nun beweisen wir Theorem Beachten Sie, dass wir Aussage|(e)| vor [(d)| zeigen,
weil wir[(e)lim Beweis von|[(d)|verwenden.

Beweis von Theorem[3.2.2

[(@)] Das folgt sofort aus | |7 ‘ =|f|-

[B)] = Sei ||f||p =0.Danngilt0 < [, |f|” du < [y |f|” dp =0 fiir alle A€ A, also ist | f]”
eine Dichte des Nullmalles beziiglich u: Zugleich ist aber auch auch die kon-
stante Nullfunktion 0 : Q — [0,00) eine Dichte des Nullmalfles beziiglich u. Laut
Proposition gilt somit | f |p = 0 fast tiberall.

< Sei f =0fastiiberall. Dann gibt es eine Menge N € A mit y(N) = 0 und mit f(w) =
0 fiir alle w € NF. Also ist

L 117 du= [ 1717 du=0,

wobei die zweite Gleichheit in Aufgabe 10.1 auf Hausaufgabenblatt 10 gezeigt
wurde. Somit ist ||f||p =0.

Das folgt direkt aus der Definition von || - || ,.

[(€)] Wenn ||f||p =0 oder ||g||p, = 0 ist, dann gilt lautf = 0 fast iiberall oder g = 0 fast
tiberall, und somit sind beide Seiten der behaupteten Ungleichung gleich 0.

Wenn | f||, >0 und |g, = co gilt (oder umgekehrt), dann ist die rechte Seite der
behaupteten Ungleichung gleich oo, also ist die Ungleichung wahr.

SWiederholung zur Analysis 1: Kénnen Sie den Graphen von exp skizzieren und erklidren, was es geo-
metrisch bedeutet, dass exp konvex ist? Und woher weill man, dass exp konvex ist?
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Sei nun also 0 < ||f||p <oound 0 < Hg”p, < oo. Wir setzen f = f/ ||f||p und g :=
g'lgll,- Wegengilt dann |’f||p =1and ||g], =1 und somit Jo| 7P du=1und
fQ|§|p/ du = 1. Also folgt

1 1
dpy=—+—=1.

Lemma[ﬁ][ |f|p |g|p
pr

171, Tl || I | Irlaun= [ 1711l an

Fiir p = 1 folgt die Behauptung sofort aus |f+ g| < |f| + |g|, also sei nun p € (1,00).
Sei p’ € (1,00) diejenige Zahl mit % + % =1, also p’ = %. Wenn ||f+g||p = 0 gilt,
ist die behauptete Ungleichung klar, also sei fiir den Rest des Beweises || f+ g|| p>0.
Wegen

r+el” =1 +ellr+gl”" =IrllF+gl”" +Igllf+&l””
gilt
Ir+gl= [ 1£+el” dus [ Ir1lr+gl”™ au | gllr+gl”" du
(@] p-1 p-1
S VS VT R M (TR

Esist

lir+el”] = ([ 1r+el” aw)'"? - Ir+gly =1f+els
und somit folgt insgesamt
17+l <(Irl, +Nel,) 1 +gly ™
Division durch || f + g|[" liefert die behauptete Ungleichung, m

Das vorangehende Theorem motiviert die folgende Definition.

Definition 3.2.4 (LP-Riume). Sei (2, A, u) ein Mallraum, p € [1,00) und K € {R,C}. Dann
setzt man)

LP( QA 1K) :={f:Q— K| fist messbar und ||f||p < oo}.

Aus Theorem erhalten wir nun ganz leicht:

6Vielleicht fillt Thnen auf, dass das Symbol £ in £P dasselbe ist, dass man auch zur Notation das Raums
L(V; W) der beschriankten linearne Operatoren zwischen zwei normierten Riumen verwendet. Das ist aber
Zufall und steht nicht in direktem Zusammenhang miteinander. Das £ in £LP (Q, A, i;K) steht fiir Lebesgue-
Raum; das £ in £(V; W) ist hingegen durch das Wort “linear” motiviert (zumindest sieht ihr Dozent das so;
ob das historisch auch so war, ist eine andere Frage...).
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Vorlesung 21
(mi, 07.01.)
beginnt mit
Wiederho-
lung[3:2.6]

3. FUNKTIONENRAUME

Korollar 3.2.5 (Die £P-Riume sind Vektorraume und || - | p isteine Halbnorm aufihnen).
Sei (Q, A, 1) ein MafsSraum, p € [1,00) undK € {R,C}. Dann ist LP (Q, A, u; K) ein Untervek-
torraum des K -Vektorraum aller messbaren Abbildungen von Q nach K. Die Einschrdéin-
kungvon |-\, auf diesen Untervektormunﬂ ist eine Halbnorm.

Beweis. Fiir alle f,g € LP(Q, A, 1;K) und alle a, § € K folgt aus Theorem[3.2.2]

lar+pgl, <tall 7], +1pllgl, <oo

alsoistaf + g € LP(Q, A, ;K). Dass || - ||, auf diesem Raum eine Halbnorm ist, gilt we-

gen Theorem und O

Dass es sich bei |- ||, nur um eine Halbnorm statt um eine Norm handelt, bedeu-
tet anschaulich, dass man manche Funktionen in L7 (Q, A, y; K) mit Hilfe von || - | , nicht
voneinander unterscheiden kann. Wir méchten nun gerne derartige Funktionen “mit-
einander identifizieren”. Um diese Idee zu prézisieren verwenden wir sogenannte Quoti-
entenvektorrdume von Vektorrdaumen. Lassen Sie uns vor der Definition dieses Begriffﬂ
kurz einen anderen Begriff wiederholen, den Sie bereits kennen:

Wiederholung 3.2.6 (Aquivalenzrelationen und Aquivalenzklassen). Sei X eine Menge.

(1) Eine Relation ~ auf X nennt man eine Aquivalenzrelation, wenn Sie die folgenden
drei Axiome erfiillt:

() Reflexivitit: Fiir jedes x € X gilt x ~ x.

(I) Symmetrie: Fiir alle x, y € X gilt die folgende Implikation:
X~y = y~x
(ITII) Transitivitét: Fiir alle x, y, z € X gilt die folgende Implikation:
X~YyANy~z => X~z
(2) Seinun ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Fiir jedes x € X nennt man die Menge
{veXly~x

die Aquivalenzklasse von x: Jedes Elemente einer Aquivalenzklasse bezeichnet
man als einen Reprisentanten dieser Aquivalenzklasse. Es gelten die folgenden
Eigenschaft:

(a) Zwei Elemente x,y € X liegen genau dann in derselben Aquivalenzklasse,
wenn x ~ y gilt.

(b) Zwei Aquivalenzklassen sind stets disjunkt oder gleich.

“Die wir der einfacheren Notation halber auch mit | - | p bezeichnen.
8Den Sie vermutlich bereits aus der Linearen Algebra kennen.
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(c) Die Vereinigung aller Aquivalenzklassen ist gleich ganz X. Somit bilden die
Aquivalenzklassen eine disjunkte Zerlegung von X.

Mithilfe von Aquivalenzrelationen kann man aus gegebenen mathematischen Stuk-
turen neue Strukturen vom selben Typ bauen. Hier ist ein einfaches und sehr wichtiges
Beispiel hierfﬁrﬂ Fiir zwei Zahlen a, b € Z schreiben wir a|b um zu sagen, dass a die Zahl
b teilt — das heillt, dass es ein d € Z gibt mit ad = b.

Beispiel 3.2.7 (Z modulo rnZ). Seine Z\{0}.

Aquivalenz modulo n: Wir definieren eine Relation ~ auf Z folgendermaRen: Fiir alle
a,b € Z sei a ~ b genau dann, wenn n|(b — a) gilt. Man kann nachrechnen, dass
~ eine Aquivalenzrelation ist und dass fiir jedes a € Z die Aquivalenzklasse von a
gleich der Menge

{a+h| henz}=a+nz
ist. Damit gibt es insgesamt n verschiedene Aquivalenzklassen. Mit
ZInZ:={a+7Z| acz}={a+Z| acf0,...,n—1}}
bezeichnet man die Menge aller Aquivalenzklassen.

Addition aufZInZ: Wie Sie wissen ist Z zusammen mit der Addition + eine kommuta-
tive Gruppe. Man definiert nun auf Z/nZ eine binére Verknﬁpfunﬂ +:7Z/nZ x
ZlnZ — Z/nZ folgendermalen: Fiir alle a+ nZ,b+ nZ € Z/nZ sei

(a+nZ)+b+nzZ)=(@a+b)+n”z.

Hierbei muss man sicher im Detail iiberlegen, dass diese Abbbildung tatséchlich
Wohldefiniert ist, denn: Die beiden Aquivalenzklassen a+nZ und b+ nZ kann man
jaauchin der Form a+nZ = @+nZ und b+nZ = b+nZ mit anderen Zahlen é, b € Z
schreiben, und dann folgt aus der vorangehenden Definition plotzlich, dass die
Summe dieser beiden Aquivalenzklassen gleich (G + b) + nZ ist. Wir hatten aber
gesagt, dass Sie gleich (a+ b) + nZ ist.

Das ergibt nur Sinn, wenn (a+ b) + nZ = (a+ b) + nZ ist. Um zu uberpriifen, dass
diese Eigenschaft erfiillt ist, muss man nachrechnen, dass aus a ~ @ und b ~ b die
Aquivalenz a+ b ~ a+ b folgt. Wir tun das an dieser Stelle nicht, weil Sie diesen
Beweis aller Wahrscheinlichkeit nach bereits in den Grundlagen der Mathematik
und/oder in der Linearen Algebra gefiihrt haberE] und weil wir einen dhnlichen
Beweis nachher gleich fiir Quotientenvektorrdume fiithren.

9Das tendenziell eher in den Bereich der Zahlentheorie und Algebra gehért als in die Analysis — wir
besprechen es hier vor allem, damit Sie den Bezug der anschlieBend diskutierten Quotientenvektorrdume
zu verwandten Konzepten moglichst gut erkennen konnen.
10Dje man bewusst ebenfalls mit dem Symbol + bezeichnet.
111n der Vorlesung sprechen wir allerdings zumindest dariiber, wie man sich die Addition auf Z/nZ plas-
tisch vorstellen kann.
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Es ist nicht schwer nachzupriifen, dass (Z/nZ,+) eine kommutative Gruppe ist
und dass die Abbildung ¢ : Z — Z/nZ, a— a+ nZ ein Gruppenhomomorphismus
ist.

Man nennt Z/nZ die Quotientengruppe von Z modulo nZ oder die Faktorgruppe
von Z modulo nZ.

Anstelle der Gruppe (Z, +) und ihrer Untergruppe nZ betrachten wir nun denselben
Spals fiir Vektorraume und Untervektorraume:

Definition 3.2.8 (Aquivalenz modulo eines Untervektorraums). Sei K ein Kérper{r_zl sei
V ein Vektorraum iiber K und U € V ein Untervektorraum. Wir definieren eine Relation
~p auf V folgendermallen: Fiir alle v, w € V sei v ~y w genau dann, wenn v — w € U ist.

Proposition 3.2.9 (Aquivalenz modulo eines Untervektorraums ist eine Aquivalenzrela-
tion). Sei K ein Korper, sei V ein Vektorraum iiber K und U < V ein Untervektorraum.
Dann ist ~y eine Aquivalenzrelation auf V und fiir jedes v € V ist die Aquivalenzklasse
gleich

{v+ul ueUt=v+U.

Beweis. Dass ~y tatsdchlich eine Aquivalenzrelation ist, kann man leicht nachrechnen,
indem man verwendet, dass U ein Untervektorraum ist.

Sei nun v € V fest und bezeichne A, < V die Aquivalenzklasse von v. Wir miissen
Ay =v+U zeigen.

“c” Seiwe Ay. Dannist w ~y v, das heilSt, es gilt u:= w—v e U. Somitist w=v+ue
v+ U.

“2” Sei we v+ U.Dann gibtes ein € U mit w = v+ u. Somit folgt w—v =u € U, also
ist w ~y vund somit we A,. O

Definition 3.2.10 (Quotientenvektorrdume). Seilk ein Koérper, sei V ein Vektorraum tiber
K und U < V ein Untervektorraum. Dann setzt man

VIiU={v+U| veV}.
Man definiert Verkniipfungen +: (V/U) x (V/U) - V/U und - : K x (V/U) — V/U durch
w+O)+w+U)=w+w)+U und av+U)=av+U

fur alle v+ U,w + U € V/U und alle a € K. Man bezeichnet V/U zusammen mit den
beiden Funktionen + und - als den Quotientenvektorraum von V modulo U.

Die folgende Proposition zeigt, dass Definition|3.2.10|gerechtfertigt ist.

12Nachher interessieren wir uns, wie meist in der Analysis, vor allem fiir die beiden Kérper R und C.
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Proposition 3.2.11 (Quotientenvektorrdume). Sei K ein Korper, sei V ein Vektorraum
tiber K und U € V ein Untervektorraum. Die beiden Funktionen+ : (VIU)x(V/IU) - V/U
und-:Kx(V/U)— V/U aus Deﬁnition sind wohldefiniert und machen V /U zu ei-
nem Vektorraum iiber K mit Nullvektor0+ U.

Aufserdem ist die sogenannte QuotientenabbildungV — V /U, v— v + U linear.

Beweis. Wohldefiniertheit der skalaren Multiplikation: Sei @ € K und seien v, ¥ € V zwei
Reprisentanten derselben Aquivalenzklasse modulo U, das heift, sei v+ U = 7 + U.
Wir missen (av) + U = (aD) + U zeigen.

Weil v und 7 dieselbe Aquivalenzklasse haben, gilt v ~y 7, das heift, es gilt v— 7 € U.
Weil U ein Untervektorraum von V ist, folgt

av—av=a(v—-0v)eU.
Also ist av ~yy @V und somit wie behauptet av + U = a v + U.

Wohldefiniertheit der Addition: Das zeigt man analog zur Wohldefiniertheit der skalaren
Multiplikation.

VIU ist ein K-Vektorraum mit Nullvektor 0 + U: Die Vektorraumaxiome fiir V/U kann man
direkt nachrechnen; wir verzichten an dieser Stelle darauf.

Linearitdt der Quotientenabbildung: Das folgt direkt aus der Definition der Addition und
der skalaren Multiplikation auf V/U. O

Beispiel 3.2.12 (R? modulo einer Ursprungsgeraden). Sei U € R? eine Ursprungsgerade.
Die Aquivalenzklassen von ~; sind dann die Geraden v + U fiir v € R?. Das sind genau
diejenigen Geraden in R?, die zu U parallel sind.

Vorlesung 22

. . . . (Fr,09.01.
Proposition 3.2.13 (Verschwindungsraum einer Halbnorm und Quotientenraum). Sei E)egingnt niit
K € {R,C}, sei V ein Vektorraum iiber K und sei |l -|| : V — [0,00) eine Halbnorm. Dann ist Propositi-
der Kerr™] onz21y
ker|-l:={ue V]| llull =0}
ein Untervektorraum von V. Fiir allev € V und alle u € ker || - || gilt |v + ull = | vll und die Hinweis: In der
: Vorlesung
Abbildung hatten wir die
Norm | -|l; auf
Il : Viker| - = 0,00,  vkerl-|— |v+kerl-| =1l vikerl I mit
/ demselben
Symbol |- I
ist wohldefiniert und eine Norm aufV/ker| - |. bezeichnet wie

die Halbnorm
auf v. Das hat
im Beweis aber
etwas
widre. Verwirrung
gestiftet,
deshalb
85 verwenden wir
hier die
Notation |- ;.

13Wwie Sie sehen definiert man den Kern einer Halbnorm analog zum Kern einer linearen Abbildung.
Dadurch sollten Sie sich aber nicht zu der falschen Annahmen verleiten lassen, dass eine Halbnorm linear



3. FUNKTIONENRAUME

Beweis. ker| - | ist ein Untervektorraum von'V:

Wegen [|0]| =110-0] =0-|0]l =0gilt 0 € ker || - ||. Seien nun u, u;, up € ker || - || und a € K.
Wegen

0=<llup + w2l < llugll + lluzll =0

gilt |1 + uzll = 0 und somit u; + up € ker| - ||. Auerdem ist ||aull = |a||ul = 0 und
folglich au € ker| - .

Gleichheit |u+v| = vl fiiralleve V undu c ker| -||:

Sei v € V und u € U. Dann ist einerseits [|[v+ ull < [v]l + llull = llvll. Anderseits gilt
ebenso

lvl=lv+w+Ewl<llv+ul+-ul=lv+ul
wegen —u € ker || - ||.

Wohldefiniertheit von || - |l;:

Seien vy, v, € V mit vy +ker| || = vo + ker| - ||. Dann gibt es ein u € ker || - | mit v; =
v2 + u und somit folgt aus der im vorangehenden Punkt gezeigten Gleichheit [|v, | =
lva +ull = vl

Il-ll; ist eine Norm aufV/ker| -|:

Die Abbildung | - ||, bildet laut ihrer Definition vom Vektorraum V'/ ker || - | nach [0, c0)
ab. Wir zeigen, dass Sie die drei Axiome einer Norm aus Definition erfiillt:

[(D]Absolute Homogenitdit: Seiv+ V/ker|-| € V/ker|-|| und a € K. Dann ist

la(v+ker|-IDI; = (av) +ker |-, = llavl =lalllvl =lallv+ker|-|l,.

[ID| Dreiecksungleichung: Seien v+ V/ker|-|l, w+ V/ker|-| € V/ker| -|. Dann gilt

l(v+ker| )+ (w+kerll-DI; =1+ w)+kerl-ll,
=lv+wl
<lvl+llwl

=llv+ker(-ll, +lw+ker|-Il,,

(LI)| Positive Definitheit: Sei v+ V/ker| ||l € V/ker| |l und ||v+ker] - |[l, = 0. Damit
ist [vll =0, also v € ker || - || und somit

v+ker|-|=0+ker]|-|,
das heil3t, v + ker || - || ist der Nullvektor in V/ker|| - ||. O

Definition 3.2.14 (Die LP-Rdume). Sei (Q, A4, 1) ein MaBraum, p € [1,00) und K € {R,C}.
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3.2. LP-Raume

(a) Man setzt
LP(Q, A 1K) == LP(Q, A, i K)  ker || - | .

Fiir jedes f € LP(Q, A, 1; K) verwenden wir der Einfachkeit halber die Schreibtwei-
se

f=rf+kerl-l,.

(b) Man stattet den Quotientenraum LP(Q, A, y;KK) mit der in Proposition [3.2.13| be-
schriebenen Norm aus und notiert diese der Einfachkeit halber wieder als | - || ,.

Damit ist Hfﬂp = ||pr fur alle f € LP(Q, A, 1;K), wobei ||f||p die Norm der Aqui-

valenzklasse f = f +ker| - |, € LP(Q, A, 11;)K) bezeichnet und | f| , die Halbnorm
der Funktion f € LP(Q, A, 1;K).

Beachten Sie den etwas subtilen Unterschied in der Notation: Der Raum £LP (Q, A, 1; K)
mit dem geschwungenen £ besteht aus messbaren Funktionen f : Q — K (ndmlich aus
denjenigen mit || f || p < 00), wihrend der Raum L (Q, A, y;K) mit dem gedruckten L ein

Quotientenvektorraum hiervon ist und somit aus Aquivalenzklassen f mit f € £P(Q, A, ;K)
bestehtEs ist gut sich klar zu machen, dass man die Aquivalenzklasse f einer Funktion
f genau beschreiben kann. Das folgt aus Theorem (b)

Korollar 3.2.15. Sei (Q, A, 1) ein Mafsraum, p € [1,00) und K € {R,C}. Fiir jede Funktion
fellQ A wK) gilt

f:f+ker||-||p={ge[ﬁ”(Q,A,p;K)l g = f fast iiberall }

Beweis. Der Untervektorraum ker | - || p von LP(Q, A, 1;K) besteht aus genau denjenigen
he LP(Q, A 1K), die || f[| , = 0 erfiillen; laut Theorem sind dies genau diejeni-
gen he LP(Q, A, 1;K), die fastiiberall gleich 0 sind.

Somit gilt: In f+ker |- ||, liegen genau diejenigen Elemente g € £LP (Q, A, y; ), die von
der Form g = f + h sind, wobei h € LP(Q, A, 1; K) ist und h fast tiberall gleich 0 ist. O

Wir haben in diesem Abschnitt ja durchaus ein bisschen Aufwand betrieben um die
Réume L” zu definieren. Das zahlt sich aber langfristig aus, denn: Erstens sind p-Normen
sehr praktisch (insbesondere die 2-Norm taucht sehr hdufig in der Analysis auf, und auch
die 1-Norm kommt recht héufig vor; fiir allgemeine p braucht man die p-Norm insbe-
sondere in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen). Zweitens ist es angeneh-
mer mit Normen als mit Halbnormen zuarbeiten, also war es eine gute Idee, den Kern der
p-Norm herauszuteilen. Und drittens haben die L”-Rdume die folgende extrem niitzli-
che Eigenschaft:

14gobald man mit diesen Rdumen etwas vertrauter ist, ist man hiufig bequem und macht diese Un-
terscheidung zwischen Funktionen und ihren Aquivalenzklassen nicht mehr ganz so rigoros. Aber um zu-
nédchst mal zu verstehen, wovon man iiberhaupt spricht, ist die Unterscheidung sehr wichtig.
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Theorem[3.2:16|

Beweisschritt,

3. FUNKTIONENRAUME

Theorem 3.2.16 (Die L”-Rdume sind Banachrdume). Sei (Q, A, 1) ein MafSraum, p €
[1,00) undK € {R,C}. Dann ist LP (Q, A, ;) zusammen mit der Norm |- ||, ein Banach-
raum.

Fiir den Beweis ist die folgende Charakterisierung der Vollstdndigkeit normierter Rau-
me mithilfe von Reihenkonvergenz sehr niitzlich.

Proposition 3.2.17 (Banachrdume via Reihenkonvergenz). Sei V' ein normierter Raum.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Norm aufV ist vollstéindig, das heifst, V ist ein Banachraum.

(i) Fiir jede Folge (vy) in V gilt: Falls 2%0:1 lvill < oo ist, dann ist (ZZZI Vidnen in'V
konvergent.

Den Beweis der Proposition fiihren Sie auf Hausaufgabenblatt 12.

Beweis von Theorem[3.2.18 Sei (fi) eine Folge in LP(Q, A, 1K) mit X2 || fie| p <co.Un-
ser Ziel ist es zu zeigen, dass ein f e LP(Q, A, 1K) existiert mit Yo fi — f beziiglich
-1l , fir n — co. Um solch ein f zu finden, konstruieren wir ein f € LP(Q, A 1;K), des-
sen Aquivalenzklasse f in L7 (Q, A, y;K) die gewiinschte Eigenschaft hat.

Fiir jedes k € N bezeichnen wir mit f; € £P(Q, A, u;KK) einen Reprasentanten von f;.
Dann gilt H fe H p= || fx || p= || | fk| || p fiir jedes k. Der vermutlich naheliegendste Gedanke
ist es, f als punktweise Reihe zu definieren, das heif3t f : Q — K durch

n
fl):= lim Y filw) (3.2.1)
k=1

fiir alle w € Q zu definieren, und anschlief3end zu tiberpriifen, dass die entsprechende
Konvergenz auch beziiglich der p-Norm stattfindet. So dhnlich werden wir auch vor-
gehen, aber es gibt dabei ein Problem: Wir wissen gar nicht, ob der Reihengrenzwert
in fiir jedes w € Q existiertE] Deshalb muss man ein paar Umwege nehmen um
zum Ziel zukommen:

Wir summieren die Betréige der fi punktweise auf: Lassen Sie uns eine Funktion g: Q —
[0, 00] definieren durch

gw) =) |fr()]
k=1

fiir alle w € Q. Wenn fiir ein w € Q gilt, dass g(w) < oo ist, dann ist fiir dieses w die Rei-
he in (3.2.1) absolut konvergent in K und somit konvergent in [K. Diese Beobachtung
motiviert den nidchsten Schritt.

15Genau genommen wissen wir im Moment noch nicht einmal, ob er iiberhaupt fiir irgendein w existiert.
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Wir zeigen, dass fast iiberall g < oo gilt Machen Sie sich zundchst klar, dass man im Allg-

meinen nicht erwarten kann, dass fiir wirklich alle w € Q die Ungleichung g(w) < co
gilt:
Falls zum Beispiel Q einen Punkt wg € Q mit {wo} € A und p({to}) = 0 enthélt, dann
gibt es keine Moglichkeit zu wissen, welchen Wert die Reprisentanten f; von fi an
der Stelle wy haben — denn zwei verschiedene Reprisentanten der Aquivalenzklasse
fi konnen sich auf einer Menge vom MaR 0 um einen beliebigen Wert unterscheiden.
Zum Beispiel kdnnte also fi(wg) =1 fiir alle k € N sein und in diesem Fall ist g(wo) =
0.

Wir zeigen nun aber, dass g < oo fast {iberall gilt — oder anders gesagt, dass g(w) < oo
fiir fast alle w € Q gilt. Dazu geniigt es zu zeigen, dass [, g” du < oo ist. Und tatsich-

lich gilt
n
p
o=, Llim, X 17)" o

p P
S| =m0, ) - E 1l <o

= lim

n—oo n—oo

wobei wir fiir die Gleichheit zwischen der ersten und zweiten Zeile den Satz von
der monotonen Konvergenz verwendet haben. Also besitzt die Menge N := {w € Q |
g(w) = oo} € Adas MaB u(N) =

Wir konstruieren einen Kandidaten fiir die Grenzfunktion f: Die Formel kénnen
wir zur Definition von f nur fiir w € Q\ N verwenden, denn fiir w € N ist die Reihe
in zumindest nicht absolut konvergent und wir wissen nicht, ob sie fiir diese
o liberhaupt konvergiert. Also definieren wir f: Q — K stattdessen durch

limy.o X} ;| fi(w) falls weQ\N,

=i 1 =
flw) nggogl(fk o) (©) {0 falls weN.

Wir zeigen, dass f p-integrierbar ist: Dasist einfach, denn es gilt | f | < g 1g\n, und somit
171, = llgtaw], <oo

Somitist f € £P(Q, A, u;KK) und folglich besitzt f eine Aquivalenzklasse f € LP(Q, A, 1;K).

Wir zeigen die gewiinschte Reihenkonvergenz in der p-Norm: Wir wollen beweisen, dass
Y 7., ft — f im normierten Raum L”(Q, A, i;K) gilt. Dazu miissen wir

W—iﬁ
k=1

fiir n — oo zeigen. Fiir jedes k € N ist die Funktion f; 1\ ebenfalls ein Repriasentant
von fk. Somit gilt

~ n ~ p
|f—ka =

p
du

n p n
- 1 = — 1
Hf lcglfk Q\N ) fﬂ‘f kZ::lfk Q\N
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90

p

4 4
lim Y fi@)| du@ < | lim( ) [fi)])” du)

fQ\N

{—00 )T Ql—o0 1 0
4 Y p

=lim | ( Y |fi@)]|)’du@) =1lim || Y |fil
{=00JQ " kIpt 0=00 | k=n+1 p

< ( 3 1) = £ 14l,) ~o

{—o0

fiir n — oo wegen X532, || fi[|, < co. Fiir die erste Gleichung haben wir verwendet,
dass die Quotientenabbildung £”(Q, A, 1;K) — LP(Q, A, 1;K) linear ist. O



Kapitel 4

Einfiihrung in gewohnliche
Differentialgleichungen

4.1 Wohlgestelltheit

Einstiegsfragen. (a) Konnen Sie sich an eine Differentialgleichung aus der Analysis 2
erinnern?

(b) Was soll Ihnen das Wort “gewthnlich” im Titel von Kapitelsagen?

(c) Warum wurde wahrend der COVID-19-Pandemie stdndig von “exponentiellem Wachs-
tum” gesprochen? Was ist gewachsen? Weshalb ist es exponentiell gewachsen und
nicht zum Beispiel quadratisch? Und was heil3t das ﬁberhauptﬂ

Beispiel 4.1.1 (Papierschiffchen und Vektorfelder). Lassen Sie uns die Strémung an der
Oberfliche eines Flusses mathematisch modellieren lWir stellen uns die Landschaft als
flache Ebene, also als R? vor, und die Flussoberfliche als eine, sagen wir offene, Teilmen-
ge @ AQc R2. Als Mengen aller Zeiten, zu denen wir uns den Fluss ansehen, nehmen
wir das Intervall [0,00). Fiir jeden Ort x € Q und jede Zeit ¢ € [0,00) gilt kann man sich
die Geschwindigkeit v(t, x) € R? angucken, mit der sich das Wasser an der Stelle x zum
Zeitpunkt ¢ bewegt. Somit ist v eine Abbildung

v:[0,00) x Q — R?.

Man bezeichnet v oft als ein GeschwindigkeitsfeldE] Nehmen wir nun an, Sie setzen

1Es ist etwas in Mode gekommen, den Begriff “exponentielles Wachstum” als Metapher fiir “schnelles
Wachstum” oder dhnliches zu verwenden. In der Mathematik hat der Begriff aber natiirlich eine prazise
Bedeutung, und diese hier tatsdchlich gemeint.

2Wir gucken hier nur ein sehr einfaches Modell zur Motivation an. In Wirklichkeit ist natiirlich alles
immer viel komplizierter.

3Der Begriff Feld wird vor allem in der Physik benutzt um GréRen zu beschreiben, die nicht nur ei-
ne Zahl oder ein Vektor mit endlich vielen Eintrédge sind, sondern die vom Ort abhéngen. Weitere typische
Beispiele fiir Felder, die Sie vielleicht schon einmal gehort haben: Elektrisches Feld, magnetisches Feld, Gra-
vitationsfeld.
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Vorlesung 24
(Fr, 16.01.)
beginnt mit

Defintion[4.1.2)

4. EINFUHRUNG IN GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

zum Zeitpunkt 0 ein kleines Papierschiffchen auf den Fluss, und zwar der Stelle xg € Q
Das Schiffchen wird dann von der Strémung mitgenommen. Wenn wir die Position des
Schiffchens zum Zeitpunkt ¢ € [0,00) mit x5(¢) bezeichnen, dann ist xs : [0,00) — Q, das
heilt, x5 beschreibt eine Kurve in Q. Die Geschwindigkeit des Schiffchens zum Zeitpunkt
t ist somit die Ableitung Xs(#) = %xs(t).

Weil das Schiffchen aus Papier ist und somit eine sehr geringe Masse hat, ignorieren
wir hier Tréagheitseffekte und tun so, als wiirde das Schiffchen exakt dem Geschwindig-
keitsfeld f folgen — das bedeutet also is(f) = v(¢, x5(?)) fiir jedes ¢ € [0,00). Weil wir auch
xs(0) = xp wissen, haben nun insgesamt zwei Gleichungen, die uns etwas {iber die Funk-
tion xg sagen:

{xs(r) = v(t,x5(r)) fiiralle € [0,00),
Xxs(0) = xp.

Die erste Zeile nennt man eine Differentialgleichung — denn sie beschreibt, wie die —
noch unbekannte — Funktion xs und ihre Ableitung zusammenhéngen. Genauer spricht
man von einer gewohnlichen Differentialgleichung; damit ist gemeint, dass die unbe-
kannte Funktion xg in der Differentialgleichung nur nach einer Variablen abgeleitet wird.
Weil nur die erste Ableitung von xs vorkommt, spricht man von einer Differentialglei-
chung erster Ordnung.

Die zweite Zeile, also die Gleichung xs(0) = xy bezeichnet man als Anfangsbedin-
gung und den Vektor xp € Q als Anfangswert. Beide Zeilen - also die Differentialglei-
chung und die Anfangsbedingung zusammengenommen - bezeichnet man als Anfangs-
wertproblem.

Die Situation aus dem vorangehenden Beispiel kann man natiirlich auch ganz all-
gemein betrachten. Wir lassen in der folgenden Definition und in den folgenden Wohl-
gestelltheitssitzen nicht nur Teilmengen Q € R?, sondern auch Teilmengen Q < C? zu.
Das mag aus Anwendungssicht zunéchst etwas skurril erscheinen. Aber zum einen ist es
aus mathematischer Sicht sehr hilfreich fiir die Behandlung von linearen Differentialglei-
chungen weiter hinten in diesem Kapitel. Zum anderen gibt es tatsdchlich auch Anwen-
dungsprobleme, die sich besser mit komplexen Zahlen als mit reellen Zahlem modellie-
ren lassen (zum Beispiel in der Elektrotechnik oder in der Quantenmechanik). Hingegen
nehmen wir I hier immer als ein Teilintervall von R an, da wir die Elemente von I meist
als Zeiten interpretieren und da wiirde man intuitiv auf jeden Fall erwarten, dass sie reell
sind |

Definition 4.1.2 (Differentialgleichungen erster Ordnung). Sei K € {R,C}, sei I < R ein
Intervall mit mehr als einem Punkt und sei @ # Q € K¢ offen. AuRerdem sei f: I x Q —
[KdHSeien th € Iund xp € Q.

“Hier sehen Sie noch eine vereinfachende Annahme: Wir tun so, als wire das Schiffchen nur ein Punkt.

5Aber Vorsicht: Es gibt kann manchmal rein aus mathematischen Griinden durchaus niitzlich sein, bei
der Entwicklung einer Theorie auch komplexe Zeiten zuzulassen, selbst wenn sie keine Interpretation in der
realen Welt haben. Aber wir wollen es an dieser Stelle mal nicht tibertreiben.

6Viele Biicher lassen auch etwas allgemeiner Funktionen f zu, die auf einer geeigneten Teilmenge von
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(@)

(b)

(c)

(d)

(e

()

Die Gleichung
x(t) = f(t,x(1) furalle te I,

wobei die Funktion x : I — Q die Unbekannte ist, bezeichnet man als ein gewéhn-

liche Differentialgleichung erster Ordnung.

Man bezeichnet

{x(t) = f(t,x(r)) furalletel, (4.1.1)

x(t) = xo
als ein Anfangswertproblem.

Eine globale Losung des Anfangswertproblems ist eine C!-Funktion x: I —
Q, die die beiden Eigenschaften in erfiillt, das heiRt, x(fy) = xo und x(¢) =
f(t,x(p) furalle t e I.

Eine lokale Losung des Anfangswertproblems (4.1.1) ist eine Funktion x: ] — Q,
wobei folgendes gilt:

() EsistJ< I ein Intervall mit mehr als einem Punkt und mit #, € J, und t, istim
metrischen Raum (/, dgyy) ein innerer Punkt von J E]
(I) Es gilt x(o) = xo.
(ITI) Die Funktion x ist C! und erfiillt x(¢) = ft,x() furalle r € J.

Wir nennen das Anfangswertproblem hochstens eindeutig lﬁsbarﬂ falls fiir
alle lokalen Losungen x: J — Qund %: ] — Q von die Gleichheit

Xl jnj = Xljng

gilt — das heil3t, falls zwei lokale Losungen immer dort, wo sie beide definiert sind,
iibereinstimmen.

Das Anfangswertproblem (4.1.1) heif3t global eindeutig l6sbar, falls es hochstens
eindeutig l6sbar ist und eine globale Losung besitzt.

Es heil3t lokal eindeutig losbar, falls es hochstens eindeutig l6sbar ist und eine
lokale Losung besitzt.

R x K¢ definiert sind, welche nicht unbedingt von der Form I x Q ist. Man erhilt damit geringfiigig allge-

meinere Sitze, die aber zugleich auch etwas unintuitiver formuliert sind. Wir beschranken uns deshalb auf
den hier genannten Fall.

7Anders gesagt, es gibt eine offene Menge U SR mit tge Un J < 1.
Das bedeutet nichts weiter, als dass man von #p aus noch ein Stiick nach links und nach rechts gehen

kann ohne J zu verlassen — es sei denn, fj ist selbst schon ein Randpunkt von I, dann wird nur verlangt,
dass man von fg aus in diejenige Richtung, in der I liegt, ein Stiick laufen kann ohne J zu verlassen.

8Diese Terminologie soll betonen, dass es auch gar keine Losung geben konnte.
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Also erfiillt eine lokale Losung des Anfangswertproblems die Differentialglei-
chung moglicherweise nur auf einem Teilintervall von I. Natiirlich ist jede globale L6-
sung des Anfangswertproblems auch eine lokale Losung. Beachten Sie auBerdem,
dass jede lokale Losung von natiirlich eine globale Losung desjenigen Anfangs-
wertproblems ist, dass man erhilt, wenn man des Intervall I in entsprechend ver-
kleinert.

Es dringt sich natiirlich die Frage auf, wie man sicherstellen kann, dass ein Anfangs-
wertproblem lokal (oder sogar global) eindeutig 16sbar ist. Dazu beweisen wir im folgen-
den eine globale und eine lokale Variante des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von
Picard-Lindel6f. Wir besprechen zuerst die globale Variante; Sie kennen sie im Wesent-
lichen schon aus der Analysis 2 [4} Theorem 2.2.3]]

Theorem 4.1.3 (Existenz- und Eindeutigkeit globaler Lésungen). Sei K € {R,C} und sei
I SR ein Intervall mit mehr als einem Punkt. Sei f : I x K¢ — K¢ stetig und fiir jedes t € I
sei f(t,-) :K? — K? Lipschitz-stetig mit einer Lipschitzkonstanten, die unabhdngig von t
gewdihlt werden kann - das heifst, es gebe eine L € [0,00) mit

lfe.»-rfex|,<L|y-x|, firalletel, x,yek. (4.1.2)
Dann ist das Anfangswertproblem

{x(t) =v(t,x(t) fiiralletel,

x(%) = xo
global eindeutig lésbar.

Der Satz ist aus vier Griinden “global”, drei davon in den Annahmen des Satzes und
einer in der Konklusion:

e Es wird angenommen, dass die rechte Seite f auf ganz I x K% definiert und nicht
nur auf I x Q fiir ein Q < K<,

* Eswird angenommen, dass fiir jedes ¢ € I die Funktion f (¢, -): K — K4 Lipschitz-
stetig auf ganz K ist.

* Es wird angenommen, dass man eine Lipschitz-Konstante finden kann, die zu-
gleich fiir alle ¢ € I funktioniert.

* Als Konklusion erhilt man die Existent einer globalen LﬁsungEo]

Zum Beweis des Satz verwenden wir zwei Resultate: Zum einen, dass man ein An-
fangswertproblem in eine Integralgleichung umschreiben kann:

9Genau genommen haben wir das Resultat dort etwas weniger allgemein formuliert, aber der Beweis,
den wir gleich fiihren werden, ist tatsdchlich genau derselbe.
107usitzlich zur héchstens eindeutigen Losbarkeit; aber die ist ja fiir globale und lokale Losbarkeit gleich
definiert.
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Proposition 4.1.4 (Differentialgleichungen vs. Integralgleichungen). Sei K € {R,C}, sei
I € R ein Intervall mit mehr als einem Punkt und sei @ # Q < K% offen. Auflerdem sei
f:IxQ— K stetig, to € I und xy € Q. Fiir jede Funktion x : I — Q sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Die Funktion x eine globale Lésung des Anfangswertproblems —das heifst, x
ist stetig differenzierbar und erfiillt x(ty) = xo und x(t) = f(t,x(t)) fiirallet € I.

(ii) Die Funktion x stetig und erfiillt

t
x()=xo+ | f(s,x(s))ds  fiiralletel.
fo

Beweis. Das folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. O

Zum anderen verwenden wir den Banachschen Fixpunktsatz, den wir in der Ana-
lysis 2 besprochen haben [4, Theorem 1.4.3] und hier wiederholen. Zur Erinnerung: Ist
Abbildung f : M — M eine Abbildung auf einer Menge M, dann heif3t ein Punkt x* € M
ein Fixpunkt von f, falls f(x*) = x* gilt.

Theorem 4.1.5 (Wiederholung: Der Banachsche Fixpunktsatz). Sei (M,d) ein nichtleerer
und vollstdndiger metrischer Raum, sei f : M — M eine Lipschitz-stetige Abbildung. Fiir
jedes k € N sei Ly, € [0,00) eine Lipschitzkonstante der k-fachen Iterierten f*= fo--.o f.
Falls
[e.o]
L <oo
k=1

gilt, dann besitzt f genau einen Fixpunkt x* € M. AufSerdem gilt fiir jedes x € M, dass
Fr(x) — x* fiir k — .

Beweis von Theorem[4.1.3. Wir zeigen fiir alle reellen Zahlen a, b mit a < bund f € [a, b] =
I, dass das Anfangswertproblem

{x(r) = f(t,x(¢)) fiiralle ¢ € [a, b),

x(f) = xo

genau eine globale Lésung besitzt. Weshalb dies die Aussage des Theorems impliziert,
besprechen wir in Aufgabe 13.2 auf Hausaufgabenblatt 13.

Mit C([a, b]; K%) bezeichnen wir den Vektorraum aller stetigen Funktionen von [a, b]
nach K¢, ausgestattet mit der Norm || - ||, die durch

[ xlloo := sup {Ilx(2)ll2 | z€ [a,bl}

fiir alle x € C([a, b];K?) gegeben ist. Vollig analog zu Aufgabe 12.2 auf Prisenzblatt 12
kann man zeigen, dass C([a, b]; k%) ein Banachraum ist.
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4. EINFUHRUNG IN GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Wir definieren eine Abbildung T : C([a, b]; K%) — C([a, b];K%) durch
¢
(Tx)(t):=x0+ | f(s,x(s))ds
14}

fiir alle x € C([a, b];K%) und alle ¢ € [a, b]. Eine Funktion x : [a, b] — K ist laut Propo-
sition genau dann eine globale Losung von des Anfangswertproblems (), wenn
x€C([a,b]; K% gilt und x = Tx gilt. Somit miissen wir nur beweisen, dass T genau einen
Fixpunkt in C([a, b]; K%) besitzt.

Dies tun wir nun mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes (Theorem . Um
die Lipschitzstetigkeits-Voraussetzung fiir T* im Theorem nachzupriifen, betrachten wir
beliebige, feste Elemente x, X € C([a, bl; %), Wir zeigen zunéchst per Induktion iiber k,
dass fiir jedes k € Ny die Abschitzung

L*(t - 1)*

”(Tkx— T*%) (1) ||2 sl %l fiiralle t€ [1o, b 4.1.3)

gilt. Fiir k = 0 kann man das sofort nachrechnen. Wenn (4.1.3) bereits fiir ein festes k € Ny
bewiesen ist, dann folgt fiir jedes ¢ € [y, b]

t t
fs,(TEx)snds— | fis,(T*%)(s))ds
to o

=1t t
<
%)

t
=L
t
Ind hyp. L ff L¥(s— 1)k
- o k!

2

fls,(T*0(9) - £(5,(TED(s) ds

(T*x = T*%)(s) ”2 ds

X — Xlloo ds

Lk+1 t
= f (s—t)*ds |l x - Zlloo
K )

LK+1(t_ l.o)k+1
T (k+1)!
Damit ist fur alle k € Ny gezeigt. Vollig analog zu kann man dieselbe Ab-

schitzung fiir ¢ € [a, ty] zeigen, wenn man auf der rechten Seite anstelle von (¢ — #)* den
Ausdruck (fp— 1) k yverwendet. Insgesamt gilt somit

%= Xlloo -

L* |ty — t|*
k!

fiir alle ¢ € [a, b] und alle k € Ny. Indem wir in dieser Ungleichung das Supremum tiiber
alle t € [a, b] nehmen, erhalten wif ]

|t -TEn ), < Ix - Zlloo

J _Fo-af
’Tkx— Tkx” S ———— X~ Xloo,
o k!
1 Genau genommen ist die folgende Ungleichung nicht ganz optimal. Anstelle von (b — a)* erhilt man
auf der rechten Seite sogar den kleineren Ausdruck (b—tp) kv (to—a)*. Das niitzt fiir den Rest des Arguments
aber nichts und (b — a)¥ Iisst sich iibersichtlicher aufschreiben.
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4.1. Wohlgestelltheit

also ist T* Lipschitz-stetig mit der Lipschitzkonstanten Ly := W. Wegen Y02 Li =
elP=® < o ist der Banachsche Fixpunktsatz (Theorem 4.1.5) anwendbar und liefert wie
gewiinscht, dass T genau einen Fixpunkt in C([a, b]; K9) besitzt. O

Das folgende Theorem ist eine lokale Variante des Satzes von Picard-Lindeldf. Der
Beweis folgt genau demselben Prinzip wie der Beweis von Theorem [4.1.3} aber er ist
deutlich technischer aufzuschreiben. Deshalb verzichten wir darauf ihn an dieser Stelle

zu besprechen.
Vorlesung 25

Mi, 21.01.
Theorem 4.1.6 (Existenz und Eindeutigkeit lokaler Losungen). Sei K € {R,C}, sei I < R éelgif:n?m)it

ein Intervall mit mehr als einem Punkt und Q € K¢ offen. Sei f : I x Q — K% stetig und es Theorem[;:1.6]
erfiille die folgende lokale Lipschitzbedingung: fiir jedes s € I und jedes z € Q) gebe es ein
L =0 derart,

If.y) - fex|,<L|y-x|, (4.1.4)

fiiralle t € I und alle x, y € Q gilt, die geniigend nahe bei s beziehungsweise z liegen. Dann
besitzt das Anfangswertproblem

{XU%:MLxUD fiiralle te I,

x(t) = xo
eine lokale Losung und sie ist eindeutig.

Beispiel 4.1.7 (Ein Anfangswertproblem mit lokaler aber ohne globale Losung). Wir be-
trachten das R-wertige Anfangswertproblem

() =x()? firteR,
x(0) =1

Das Anfangswertproblem ist lokal eindeutig 16sbar und es besitzt die lokale Losung x :
(—o0,1) = R, x(t) = %t Aber es besitzt keine globale Losung.

Beweis. Behauptete Losung des Anfangsswertproblems: Man kann sofort nachrechnen,
dass die gegebene Funktion x eine lokale Losung des Anfangswertproblems ist.

Lokal eindeutige Losbarkeit: Dierechte Seite der Differentialgleichungist gegeben durch
f:10,00) xR — R, f(t,¥) = y? und ist somit stetig. Wir rechnen nach, dass f die lokale
Lipschitz-Bedingung aus Theorem [4.1.6] erfiillt. Sei dazu s € I und z € R. Fiir
alletrel[s—1,s+1Jund x,ye[z—-1,z+1] gilt

|f,p) = ft,0] =y = 2*| = |y + x| |y - x| < (2121 + 2) |y - x].

Also gilt die Abschitzung (4.1.4) mit L =2|z| + ZF_Z] Somit ist Theorem anwend-
bar und sagt aus, dass das Anfangswertproblem lokal eindeutig l6sbar ist.

12In diesem Beispiel hingt L also von z ab, aber nicht von s.
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4. EINFUHRUNG IN GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Nicht-Existenz einer globalen Losung: Angenommen, es gidbe eine globale Losung X : R —
R. Da das Anfangswertproblem lokal eindeutig 16sbar ist, ist es inesbesondere héchs-
tes eindeutig 16sbar und folglich gilt X|(—c,1) = x.
Fiir £ € [0,1) folgt darauf X(f) = ﬁ — oo fiir t — 1; das widerspricht aber der Stetig-
keit von X im Punkt 1. O

Im vorangehenden Beispiel sehen Sie, dass es selbst fiir eine ziemlich einfache rech-
te Seite ldstig sein kann, eine der Lipschitz-Bedingungen (4.1.2) und (4.1.4) per Hand
nachzupriifen. In vielen Fillen geht es mit folgendem Resultat einfacher.

Proposition 4.1.8 (Lipschitz-Bedingungen via stetiger Differenzierbarkeit). Sei @ # I <R
ein offenes IntervallE]

(@) Seif:IxR%— R eine stetig differenzierbare Funktion. Wenn die AbleitungD f : I x
R — RY*U+D peschréinkt ist, dann erfiillt f die globale Lipschitz-Bedingung (@.1.2)
mitL=sup{||Df(t,%)|,_,| tel, xeR}.

(b) Sei @ #Q < R? offen und sei f : I x QO — R? stetig differenzierbar. Dann erfiillt f die
lokale Lipschitz-Bedingung (4.1.4).

Beweis. [(a)] Wir setzen
L:=sup{|Df(t,0)|,_,| tel, xeR?}.

Fiir jedes ¢ € I und jedes x € R? sei C(t, x) € R%*? dieselbe Matrix wie D f(t, x), aber
ohne die erste Spalte. Dies ist die Ableitung der Abbildung f(t,-) : R — R% an der
Stelle x. Wir bezeichnen mit P € RA+*9*4 dje Matrix, die in der ersten Zeile nur Nullen
enthilt, und unterhalb der ersten Zeile die d x d-Einheitsmatrix. Dann ist C(¢, x) =
Df(t,x)P fiir alle ¢ € I und alle x € R%; wegen || P||,—, = 1 gilt auRerdem

IC(t, )22 < |Df (£, 0|, IPl2—2 < L.
Seiennun te Tund x,y € R4 fest. Wir verbinden x und y durch die Kurve y : [0,1] —

RY, y(s) = x+ (y — x)s = sy + (1 — 5)x, die geraden die Strecke von x nach y abliuft.
Wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung gilt

1 d 1
f(t,y)—f(t,x)=f(t,y(1))—f(t,y(0))=f0 af(m/(snds:fo C(t,y(s)(y—x)ds,

wobei wir fiir die letzte Gleichheit die Kettenregeln verwendet haben. Somit ist

1
||f(t,y)—f(t,x)||25f0 [C@ YNy -0, ds

13pje Bedingung offen brauchen wir hier nur, damit I x R? in R'*4 offen und somit fiir Funktionen
18R — R? Kar ist, was unter ihrer Ableitung (sofern sie existiert) zu verstehen ist.

Fiir konkrete Differentialgleichungen hat man héufig die Situation I = [0,00) und dieses Intervall ist
nicht offen. Allerdings kann man dann oft die Funktion f, die die rechte Seite der Differentialgleichung
beschreibt, auf ein etwas groferes offenes Intervall fortsetzen und somit doch Propositionanwenden.
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4.1. Wohlgestelltheit

1
< | ety oy ly=xl, ds

1
< | Lhy=slyds=L]y=xl,,
was die Behauptung zeigt.

[(b)] Das beweist man analog zu[(a)] Man muss nur verwenden, dass D f auf abgeschlos-
senen Kugeln, die in I x Q enthalten sind, beschrénkt ist, weil stetige Funktionen auf
kompakten Mengen beschrénkt sind. O

Mit Hilfe von Proposition kann man sich das Leben in Beispiel viel ein-
facher machen: Weil die Abbildung f : R xR — R, f(t,y) = y? stetig differenzierbar ist,
erfiillt sie laut Proposition[4.1.§(b)]die lokale Lipschitz-Bedingung[4.1.4]in Theorem[4.1.6]

Wie Sie in Beispiel[4.1.7|gesehen haben, gibt es Anfangswertprobleme, die lokal ein-
deutig losbar sind, die aber keine globale Losung besitzen. Da liegt es nahe zu fragen, ob
man besser verstehen kann, fiir welche Zeiten die Differentialgleichung eine Lésung be-
sitzt. Wenn man, unter den Voraussetzungen des lokalen Existenz- und Eindeutigkeits-
theorems zwei lokale Losungen x : ] — Qund X : ] — Q desselben Anfangswertpro-
blems hat, dann stimmen sie auf Jn J iiberein, da das Theorem insbesondere impliziert,
dass das Anfangswertproblem héchstens eindeutig l6sbar ist. Man kann jetzt die beiden
Losungen “verkleben”, das heilt man bastelt sich eine Losung & : JUJ — Q, die man auf J
als x und auf J als ¥ definiert. Wegen x|;; = Xl ist X wohldefiniert und man hat somit
eine Losung, die auf einem gréBeren Intervall definiert ist. Dasselbe kann man nicht nur
mit zwei Losungen tun, sondern sogar mit unendlich vielen — und somit sogar mit allen
M LésungenE[] Damit erhilt man eine Losung des Anfangswertproblems, die auf einem
groft moglichen Teilintervall von I definiert ist. Wenn I offen ist, kann man dieses Inter-
vall sehr genau beschrieben. Wir tun das im folgenden Theorem, beweisen es in dieser
Vorlesung aber nicht[”|

Theorem 4.1.9. Seien die Voraussetzungen von Theorem[4.1.6erfiillt und sei I offen. Dann
gibt es eindeutig bestimmte Elemente t_ < t; in [—oo,00] mit folgenden Eigenschaften:

(@) Esist(t_,ty)< 1.

(b) Das Anfangswertproblem (&1.4) aus Theorem besitzt eine lokale Losung x :
(t—, t4) — Q.

(c) Fiir jede lokale Losung X J—Q des Anfangswertproblems gilt Je(t,ty).

Man nennt (t_, t;) das maximale Existenzintervall des Anfangswertproblems (4.1.4) EGI
Fiir seinen rechten Endpunkt t, gilt mindestes eine der folgenden drei EigenschaftenE]

14Ganz dhnlich, wie es in Aufgabe 13.2(b) auf Hausaufgabenblatt 13 passiert.

15Der Beweis ist nicht so wahnsinnig kompliziert, aber er dauert ein bisschen und wir wollen die Zeit
lieber nutzen um andere Themen zu gewthnlichen Differentialgleichungen zu besprechen.

16Wobei diese Bezeichnung eigentlich terminologisch etwas ungenau ist. Priziser wiire es, (¢, ty) das
grofte Existenzintervall des Anfangswertproblems Zu nennen.

17Beachten Sie, dass auch mehrere dieser Eigenschaften zugleich auftreten konnen.
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4. EINFUHRUNG IN GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

(1) ty =supl.

@) llx(Dllz — oo fiirt — t...

(3) liminf;_.,, dist(x(?),0Q) =0.
Analoges gilt fiir t_.

In Beispiel [4.1.7 kann man gut erkennen, dass dort die Option[(2)|in Theorem [4.1.9]
eintritt.

Zum Abschluss dieses Abschnitts fiihren wir noch einen Begriff ein, den wir in die-
sem Kapitel hdufig verwenden werden. Wenn das Vektorfeld, entlang dessen sich die Lo-
sungen bewegen, sich nicht mit der Zeit dndert, dann nennt man eine Differentialglei-
chung autonom. Genauer:

Definition 4.1.10 (Autonome Differentialgleichung). Seik € {R,C}, sei I =R ein Intervall
mit mehr als einem Punkt, und sei @ # Q € K offen. Sei f: I x Q — K<. Die Differential-
gleichung

x(t)=f(t,x(¢)) furalletel

heiRt autonom, falls es eine Funktion g : Q — K¢ gibt derart, dass f(¢, y) = g(y) fiir alle
y € Q gilt — das heil3t, falls sich die Differentialgleichung in der Form

x(t)=g(x(r) furallerel
schreiben l4sst.

Eine Bemerkung zum Schluss dieses Abschnitts: Beachten Sie, dass wir in diesem
Abschnitt iiberhaupt nicht iiber gewdhnliche Differentialgleichung von Ordnung 2 oder
mehr gesprochen haben. Praktischerweise lassen sich solche Differentialgleichungen je-
doch stets auf eine gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zuriickfiihren. Das
besprechen wir anhand eines Beispiels auf dem Hausaufgabenblatt 14.

4.2 Gewohnliche Differentialgleichungen in einer Dimension
Einstiegsfragen. (a) Was versteht man unter logistischem Wachstum?

(b) Wieso genau hingt eigentlich die Durchschnittstemperatur auf der Erde vom CO2-
Gehalt der Atmosphire ab?

In diesem Abschnitt besprechen wir Differentialgleichungen, in denen die gesuchte
Funktion reellwertig ist. Besonders gut lassen sich Differentialgleichungen untersuchen,
deren rechte Seite f(t, x(t)) sich schreiben ldsst als Produkt einer Funktion, die nur von
t abhédngt und einer Funktion, die nur von x(¢) abhéngt. Das illustriert man am besten
mit einem Beispiel:
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Beispiel 4.2.1 (Eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen). Wir betrachten das
Anfangswertproblem

(%) x(t) =tx(¢r) furalleteR,
x(0) = xo

fiir ein xp € R, wobei die gesuchte Funktion x nach R abbildet.

Weil die Abbildung RxR — R, (¢,y) — ty Cl ist, folgt aus Proposition (b) dass
die lokale Lipschitzbedingung aus Theorem[4.1.6erfiillt ist. Somit ist das Anfangs-
wertproblem (*) lokal eindeutig l6sbar. In Aufgabe 13.2 auf Prasenzblatt 13 haben Sie
mit Hilfe der Picard-Lindel6f-Iteration die Losung explizit ausgerechnetEg] aber das war
etwas miihselig. Im Folgenden zeigen wir eine Technik, mit der man die Losung des An-
fangswertproblems in diesem Beispiel (und auch in einigen anderen einfachen Beispie-
len) sehr leicht berechnen kannfr_g]

Sehen wir uns zunéchst den Fall xy > 0 an. Sei x : ] — R eine lokale Losung von (*),
wobei wir J als eine solch kleine Umgebung von 0 wihlen, dass x(f) > 0 fiir alle ¢ € J gilt.
Solch ein J gibt es wegen der Stetigkeit von x.

Fiir ¢ € J kénnen wir die Differentialgleichung x(¢) = tx(¢) durch x(¢) teilen — hier
verwenden wir nattirlich, dass x(t) eine Zahl ist und nicht etwas ein Vektor in R mit
d =2 —und erhalten somit

(0 =1.
x(1)

Wir bennen die Zeitvariable in dieser Gleichung nun anders — sagen wir zum Beispiel s —
und integrieren dann beiden Seiten von 0 bis ¢ € J beziiglich der Integrationsvariablen s.
Das liefert

Die rechte Seite dieser Gleichung konnen wir einfach ausrechnen, und auf der linken
Seite fithren wir die Substitution u := x(s) durch und erhalten somit wegen x(0) = xo

x(0) 1 1
f Zdu=-¢>
X U 2

Wegen xy > 0 und x(t) > 0 ist u — log u eine Stammfunktion das Integranden v — % und
somit folgt

x(t) 1,
log = =~ 1%,
o8 X0 2

Das Gleichung kénnen wir nun nach x(t) auflésen und erhalten somit

1,
x(1) =exp(§t )Xo

18Nur auf dem Intervall [0,1], aber dieselbe Rechnung funktioniert auch auf jedem anderen kompakten
Intervall in R, und somit erhilt man insgesamt sogar eine globale Losung.
I9Natiirlich gelangen wir am Ende zum selben Ergebnis, wie in Aufgabe 13.2 auf Prasenzblatt 13.
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furallereJ.

Wenn man nun dreist ist und die Funktion X : R — R durch dieselbe Formel definiert
—also durch x(t) = exp(% 1) xo fiir alle ¢ € R, dann kann man einfach nachrechnen, dass
X sogar eine globale Losung von () ist. Ebenso kann man leicht nachrechnen, dass dies
auch dann stimmt, wenn x, < 0 ist — obwohl Teile unserer Rechnung verwendet hatten,
dass x(t) >0 istF_U]

Die Methode, die wir im vorangehenden Beispiel verwendet haben, nennt man Tren-
nung der Variablen, aus dem Grund, der direkt vor dem Beispiel erldutert wurde.

Einfache Differentialgleichungen kann man mit dieser Methode manchmal explizit
l6sen. Darauf sollten wir uns aber nicht allzuviel einbilden:

* Viele - man konnte auch sagen, die meisten — Differentialgleichungen, die bei der
Modellierung realer Phinomene auftreten, sind so kompliziert, dass man sie nicht
explizit 16sen kann. In groBem Detail iiber explizite Losungsverfahren von Diffe-
rentialgleichungen zu sprechen, ist deshalb von zweifelhaftem Nutzen.

* Sie haben gesehen, dass die Argumentation in Beispiel [4.2.1] ein wenig verschlun-
gen war. Wir haben zuerst angenommen, dass xp > 0 ist und nur Zeiten ¢ in der
Nédhe von 0 betrachtet, damit x(¢) > 0 gilt — und am Ende haben wir festgestellt,
dass die so gefundene Lésung auch ohne diese Annahmen richtig ist.

Man kann darauf auf zwei verschiedene Arten reagieren: Entweder man schreibt
ein prézises Theorem auf, das genau beschreibt, was bei der Trennung der Varia-
blen passieren kann, und das soeben beschrieben Problem 16st. Solch ein Theorem
finden Sie zum Beispiel in [3} Satz 6.2.5]. Der Vorteil ist, dass man dann ein préizises
Resultat hat und die Trennung der Variablen sich nicht mehr so wackelig anfiihlt.
Der Nachteil ist, dass das Theorem relativ technisch ist.

Oder man geht, sagen wir, pragmatisch vor, rechnet bei einer Trennung der Varia-
blen einfach darauf los, ignoriert dabei potentielle Probleme (zum Beispiel, dass
man eigentlich aufpassen muss, nicht durch Null zu teilen) und tiberpriift dann
am Ende einfach, ob die gefundene Losung wirklich eine Losung ist. Der Vorteil
ist, dass das oft sehr schnell geht. Der Nachteil ist, dass man eventuell verwirrt ist,
wenn etwas mal nicht so funktioniert, wie erwartet.

Im Rahmen dieser Vorlesung begniigen wir uns mit der zweiten Mdoglichkeit.

Trennung der Variablen kann man in einer Dimension inbesondere bei autonomen
Differentialgleichungen anwenden. Wir illustrieren das mit einem ganz einfachen Bei-
spiel, dessen Losung Sie auch ohne weiteres direkt erraten konnen (und das ein Spezial-
fall von Aufgabe 13.1(a) auf Hausaufgabenblatt 13 ist.

20Das illustriert sehr schén das folgende Phinomen: Nur weil die Argumente, die wir verwende, be-
stimmte Voraussetzungen benotigen, ist noch nicht ausgeschlossen, dass die Konklusion vielleicht auch
ohne diese Voraussetzungen gelten kénnte.
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Beispiel 4.2.2 (Lineare Differentialgleichung in einer Dimension). Betrachten wir das
skalare Anfangswertproblem

x(t)=x(¢r) fuaralleteR,
x(0) =2.

Dividieren durch x(¢), Ersetzen der Zeitvariable durch s, und Integration von 0 bis ¢ lie-

fert
t 5 t
f&ds:f 1ds.
o x(8) 0

Mit der Substitution u := x(s) und durch Verwendung der Anfangsbedingung x(0) = 2

folgt somit
x(t) 1
f —du=t.
2 u

Wenn wir zunédchst einmal davon ausgehen, dass x(t) > 0 fiir alle ¢ ist, erhalten wir links
als Stammfunktion u — log u und somit

also x(1) = 2e’.

Nachdem wir diese Formel etwas hemdsdrmelig — und ohne auf Details zu achten —
hergeleitet haben, definieren wir motiviert durch diese Formel die Funktion x : R — R,
x(t) = 2e!. Man priift leicht nach, dass x tatséchlich das Anfangswertproblem léstEr]

Ein etwas interessanteres Beispiel fiir eine autonome skalare Differentialgleichung,
die man durch Trennung der Variablen explizit 16sen kann, ist die logistische Wachs-
tumsgleichung. Wir besprechen Sie in den Ubungen.

Obwohl sich Trennung der Variablen mit autonomen, R-wertigen Differentialglei-
chungen im Prinzip immer anwenden léisst,FE] bedeutet das nicht, dass man die Losung
damit immer wirklich explizit ausrechnen kann. Das Problem ist zum einen, dass das
Integral, dass bei der Trennung der Variablen auftritt, zu kompliziert sein kénnte, um es
explizit zum berechnen. Und zum anderen muss man nach dem Berechnung des Inte-
grals die so erhaltende Gleichung noch nach x(¢) auflésen, was ebenfalls nicht immer
moglich ist. Wir illustrieren diese Probleme anhand der folgenden Differentialgleichung,
die ein einfaches zeitabhingiges Klimamodell fiir die Erde beschreibt. Das Beispiel folgt
im Wesentlichen der Darstellung in Abschnitt 3.2.1 der Bachelorthesis [6].

2lwie oben gesagt, hitte man diese Formel fiir x aber auch einfach erraten kénnen.
22 7umindest, so lange die rechte Seite gentigend regulr ist.
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Beispiel 4.2.3 (Zeitabhingige Strahlungsbilanzgleichung). Wir betrachten ein stark ver-
einfachtes Klimamodell zur Beschreibung der Temperatur auf der Erde. Zu jedem Zeit-
punkt ¢ bezeichne T'(t) die Durchschnittstemperatur der Atmosphére auf der Erdober-
ﬂéicheF_gl angegeben in Kelvin. Die von der Erde absorbierte Leistung an Sonnenstrah-
lung ist durch die Formel

Rin = nréS(l —-a)

gegeben. Hierbei ist 5 > 0 der Erdradius, S > 0 die sogenannte Solarkonstante, and
a € (0,1) die sogenannte Albedo der Erde, die angibt, wieviel von der einkommenden
Strahlung wieder zuriick ins All reflektiert Wird Die von der Erde abgestrahle Leistung
héngt von der momentanen mittleren Temperatur T(¢) ab. Sie ist durch die Formel

Rout = 4nrésa T(t)4,

gegebenE] Hierbei ist 0 > 0 die sogenannte Stefan—Boltzmann-Konstante aus der Ther-
modynamik, und € € (0,1) die Emissivitdt der Erdatmosphire bezeichnet, die angibt,
welcher Anteil der von der Oberfldche abgestrahlen Strahlung tatsdchlich die Erde ver-
lasst. Es ist € < 1, weil ein Teil der von der Oberfldche abstrahlten Energie von der Atmo-
sphire reflektiert wird. Ein hoherer Anteil an Treibhausgasen fiihrt zu einem niedrigeren
Wert von €.

Die Energiednderung pro Zeiteinheit betrdgt somit

Rin — Rout = 15 (S(1 — @) —4ea T(1)*).

Zugleich ist die Energiednderung propotional zur Temperaturdnderung desjenigen Stof-
fes, der die Energie speichert.

Wenn man davon ausgeht, dass die Energie von der untersten Atmosphérenschicht,
der sogenannte Troposphire, aufgenommen wird, dann ist die Proportionalitdtskon-
stante gleich der spezifischen Wiarmekapazitdt von Luft mal dem Volumen der Tropo-
sphire, also

Rin — Rout = 4715 hpCT (1),

wobei h > 0 die Hohe der Troposphére bezeichnet, p > 0 die Dichte der Luft, und C > 0
die spezifische Warme von Luft. Insgesamt erhilt man somit die Differentialgleichunﬂ

B S(1-a) E0

T(H) = ——> - —T("
(0 4hpC  hpC 0

23Wobei “Durchschnittstemperatur” bedeutet, dass wir einerseits iiber die komplette Erdoberfliche mit-
teln.

24Dje Albedo hingt eng mit der Oberflichenbeschaffenheit der Erde zusammen, weil dunkle Oberfli-
chen mehr Strahlung reflektieren als helle Flichen.

25Fiir diesen Zusammenhang braucht man, dass die Temperatur tatséchlich relativ zum absoluten Null-
punkt gemessen wird — deshalb haben wir vorausgesetzt, dass T () in Kelvin angegeben wird.

26 Aus der der Erdradius sich bemerkenswerterweise herauskiirzt.
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4.2. Gewohnliche Differentialgleichungen in einer Dimension

Mit den Abkiirzungen

S -
:—( a)>0 und b::—ga >0
4hpC hpC

lautet die Differentialgleichung also
T(t)=a-bT(1)". (4.2.1)

Die Differentialgleichung (4.2.1) ist autonom, also liegt es nahe sie durch Trennung der
Variablen zu l6sen. Lassen Sie uns als Startzeitpunkt 0 wihlen und die Starttemperatur
To nennen. Dann liefert Trennung der Variablen die Gleichung

tT(s)
fa bT(s)4d flds

Mit der Substitution u := T(s) erhdlt man dann

Tw
du=rt.
fTo a—but

Eine Stammfunktion von u — m kann man mit Hilfe von Partialbruchzerlegung tat-
sdchlich explizit bestimmen (und in [6] wird diese Rechnung tatsdchlich durchgezogen),
aber das fiihrt zu fiirchterlich komplizierten Formeln — und am Ende kann man die Glei-
chung, die man so erhilt, trotzdem nicht explizit nach T(¢) auflosen, da die Gleichung
zu kompliziert ist.

Die Diskussion am Ende des vorangehenden Beispiels legt nahe, dass wir, um Glei-
chungen wie verstehen zu konnen, Methoden zu brauchen, mit denen man Dif-
ferentialgleichungen analysieren kann ohne ihre Losung explizit auszurechnen. Fiir Dif-
ferentialgleichungen, bei denen die gesuchte Funktion reellwertig ist — und die wir uns
im aktuellen Abschnitt ansehen —, klappt das besonders gut. Damit werden wir den Rest
dieses Abschnitts verbringen.

Wir brauchen zuerst den Begriff eines Gleichgewichts. Obwohl wir uns im aktuellen
Abschnitt[4.2]auf Differentialgleichungen in einer Dimension konzentrieren, fithren wir
Begriff der Vollstindigkeit halber auch fiir K%-wertige Differentialgleichungen ein. Wir
definieren den Begriff nur fiir autonome Differentialgleichungen.

Definition 4.2.4 (Gleichgewichte). Sei K € {R,C}, sei ¢ # Q < K¢ offen, und sei g : Q —
K. Ein Punkt x* € Q heift Gleichgewicht oder Equilibrium oder stationirer Punkt der
Differentialgleichunﬂ

x(t) =g(x(r)) firallefreR,

falls g(x*) = 0 ist (oder, 4quivalent dazu, falls die konstante Funktion R — Q, ¢ — x* die
Differentialgleichung erfiillt).

27Als Zeitintervall verwenden wir hier ganz R. Da die Differentialgleichung autonom ist, gibt es keinen
naheliegenden Grund, die Differentialgleichung nur auf einem Teilintervall von R zu studieren.
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4. EINFUHRUNG IN GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Gleichgewichte sind also Positionen in Q, von denen aus der Zustand sich nicht von
allein dndert. Das Verhalten von R-wertigen autonomen Differentialgleichungen kann
man sehr gut mit Hilfe des folgenden Theorems beschreiben.

Theorem 4.2.5 (Autonome skalare Differentialgleichungen). Sei @ # Q < R ein offenes
IntervalEg] und sei g : Q — R stetig diﬁ”erenzierbarf_g] Sei ty € R und xp € Q und sei x :
(t_, ty) — Q diejenigen Losung des Anfangswertproblems

x(t)=gx(1) fiiralleteR,
x(t) = Xo,

die auf dem maximalen Existenzintervalm definiert ist. Es gilt:
(@) Seig(xp) =0. Dann ist (t_,t:) =R und x(t) = x¢ fiir alle t e R.

(b) Sei g(xo) > 0. Dann gilt g(x(t)) > 0 fiir alle t € (t_,t;) und x ist streng monoton
steigend. AufSerdem tritt genau einer der beiden Fiille auf:

(1) Die Funktion g hat keine Nullstelle rechts von xy. In diesem Fall gilt x(t) —
supQ fiirt 1 ty.

(2) Die Funktion g hat eine Nullstelle rechts von xo. Dann ist t, = oo und x(t)
konvergiert fiir t — oo gegen die kleinste Nullstelle von g, die rechts von xg
liegt.

Vorlesung 27

(b"gig'iiif:;])it (c) Sei g(xp) < 0. Dann gilt g(x(1)) < 0 fiir alle t € (t_,t,) und x ist streng monoton
Theo- fallend. AufSerdem tritt genau einer der beiden Fdlle auf:
rem[z.2.9c)l

(1) Die Funktion g hat keine Nullstelle links von xy. In diesem Fall gilt x(t) — infQ
fiirt 1 ty.

(2) Die Funktion g hat eine Nullstelle links von xy. Dann ist t, = oo und x(t) kon-
vergiert fiir t — oo gegen die grofste Nullstelle von g, die links von x, liegt.

Fiir den Beweis des Theorems ist die folgende Beobachtung iiber die Konvergenz von
Lésungen von autonomen Differentialgleichungen niitzlich. Sie gilt, wie Sie sehen, auch
fiir Differentialgleichungen im K<

Lemma 4.2.6. Sei K € {R,C}, sei @ # Q < R? offen, sei g : Q — K% stetig und t, € R. Sei
X : [ty,00) — Q eine C' -Funktion, die die Differentialgleichung

x(t) =g(x(t)) fiirallete [ty,00)

28Denken Sie daran, dass Q anschaulich den Ort beschreibt, nicht etwa die Zeit. Der folgende Satz lisst
sich etwas leichter formulieren, wenn Q ein Intervall ist. AuBerdem kann die Losung einer Differentialglei-
chung wegen ihrer Stetigkeit nicht zwischen zwei nichtverbundenen Intervallen hin- und herspringen, des-
halb geniigend es sich die Situation anzusehen, in der Q ein Intervall ist.

290der allgemeiner lokal Lipschitzstetig, das heift fiir jedes z € Q sei die Einschrinkung von g auf eine
geniigend kleine Umgebung von z Lipschitzstetig (wobei die Lipschitzkonstante von z abhdngen kann).

30siehe Theorem
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4.2. Gewohnliche Differentialgleichungen in einer Dimension

erfiillt. Wenn x(t) fiir t — oo gegen ein x* € Q konvergiert, dann ist x* ein Equilibrium,
das heifst, g(x*) = 0.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von g folgt aus der Differentialgleichung, dass x(f) — g(x*)
fiir t — oco gilt. Sei € > 0. Es gentigt ||g(x*) ||2 < 3¢ zu zeigen.

Seit =ty so groB, dass [|x(#) — x*[|» < e und || %(¢) — g(x*)||, < e fiiralle ¢ = 7 gilt. Dann
folgt

T+1 1 1
g(x*)—(x(r+1)—x(r)):g(x*)—f xmdr:f g(x*)ds—[ i(s+71)ds
0 0

T

und somit
I, < g™ = (xr +1) —x(@)|, + x(z+1) — x(0) ]I

1
sfo lg®) — s+ D), ds+ [x@+ D —x||, + [«* —x@)],<3e. O

Beweis von Theorem[4.2.5. Da g als C! vorausgesetzt wurde, ist auch die Abbildung f :
RxQ — R, f(y, 1) = g(y) eine C!-Funktion. Somit folgt aus Proposition und Theo-
rem dass das Anfangswertproblem lokal eindeutig l6sbar ist. Wir zeigen jetzt die
behaupteten Eigenschaften der Losung x: (¢_, t;) — Q.

[(@)] Wenn g(xp) = 0 gilt, dann ist x( ein Equilibrium der Differentialgleichung und somit
die konstante Funktion R — Q, t — x( ein Losung des Anfangswertproblems. Wegen
der Maximalitdt von (z_, t;) folgt (¢_, £4) = R und wegen der hochstens eindeutigen
Losbarkeit folgt, dass x die konstante Funktion mit Wert x; ist.

[(b)] Wir zeigen zuerst, dass g(x(#)) > 0 fiir alle ¢ € (¢_, t;) gilt. Wire dem nicht so, dann
gibe es wegen des Zwischenwertsatzes ein #; € (z_, t;) mit g(x(f;)) = 0. Damit sind
aber x und die die konstante Funktion R — Q, ¢ — x(¢;) Losungen desselben An-
fangswertproblems

X0 =gx(n) firteR,
X(t) = x(t).

Da dieses Anfangsproblem hochstens eindeutig losbar ist, folgt x() = x(#;) fiir alle
t € (t_, t;) und somit insbesondere x(fy) = x(f1), also g(x(f)) = g(x(#1)) = 0. Wider-
spruch.

Alsoist g(x(#)) > Ofiiralle t € (t_, t;). Da x die Differentialgleichung16st, folgt x(¢) > 0
fiir alle t € (z_, t4); somit ist x streng monoton steigend.

Insbesondere konvergiert x(f) somit fiir ¢ 1 £, gegen ein x* € RuU {oo}. Wir zeigen nun
in den beiden Fillen|(I)|und[(2)|die behaupteten Eigenschaften.

Besitze g keine Nullstelle rechts von xy. Wir miissen x* = supQ zeigen. Weil x
komplett in Q verlduft, gilt natiirlich x* < supQ. Angenommen, es wire x* <
sup Q.
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4. EINFUHRUNG IN GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Da Q ein Intervall ist und x* > xq gilt, folgt dann x* € Q. Die Charakterisierung
von t, in Theorem[4.1.9|(angewendet auf I = R) zeigt nun, dass ¢, = oo gilt. Somit
zeigt Lemma dass g(x*) = 0 ist. Das widerspricht der Annahme, dass g
rechts von x keine Nullstelle besitzt.

Besitze g eine Nullstelle rechts von x,. Wegen der Stetigkeit von g besitzt g dann
auch eine kleinste Nullstelle rechts von xp; nennen wir sie x;. Wegen g(x(#)) >0
fiir alle £ € (¢, £4) folgt x(#) # x; fiir alle ¢ € (¢_, t;). Da x monoton steigt und
x(ty) = xp < x ist, folgt somit aus dem Zwischenwertsatz xy < x(f) < x; fiir alle
t € [ty, t;). Daraus folgt zum einen xy < x* < x1; und zum anderen folgt daraus
wegen der Charakterisierung von t; in Theorem (angewendet auf I = R),
dass 4 = oo gilt.

Lemmal4.2.6]zeigt somit, dass x* eine Nullstelle von g ist. Da x; die kleinste Null-

*

stelle von g ist, die rechts von xy liegt, folgt x; = x*.
Das beweist man vollig analog zu|(b) O

Beispiel 4.2.7 (Zeitabhdngige Strahlungsbilanzgleichung, noch einmal). Wir betrachten
noch einmal die Differentialgleichung aus Beispiel[4.2.1} also die Gleichung

T()=a-bT()*,

wobei T'(t) die Durchschnittstemperatur der Atmosphire an der Erdoberflache zum Zeit-
punkt ¢ beschreibt und die Zahlen a, b > 0 sich aus physikalischen Konstanten berech-
nen lassen. SeE-]Q =(0,00und g: Q—-R,g(y)=a—- by4. Sei Ty > 0 die Temperatur zum
Zeitpunkt 0. Das Anfangswertproblem

T(t)=a-bT()* firalle teR,
T(0)=To

istlokal eindeutig l6sbar und besitzt eine lokale Losung x : [0,00) — (0,00). Aullerdem gilt
x(t) — T* fur t — oo, wobei

T* = (g)1/4 _ (5(1 - a))1/4

0,
b 4e0 € (0,00)

die einzige Nullstelle von g ist.

Beweis. Das folgt aus Theorem indem man die drei Félle Tp < T*, Top = T* und
Ty > T* unterscheidet. Das diskutiert man am besten anhand einer Skizze; wir tun das
in der Vorlesung. O

Im vorangehenden Beispiel sind unter anderem folgende Beobachtungen interessant:

31Da die Temperatur in Kelvin angegeben wird, muss sie iiber dem absoluten Nullpunkt liegen. Deshalb
ist Q = (0,00) eine verniinftige Wahl.
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4.3. Autonome lineare Differentialgleichungen und die Matrix-e-Funktion

* Die Gleichgewichtstemperatur T, gegen die T'(¢) fiir t — oo konvergiert, steigt,
wenn die Emissivitdt € kleiner wird. Man kann bereits in diesem sehr einfachen
Modell also mathematisch einen Effekt sehen, denn man natiirlich auch anschau-
lich erwarten wiirde: Wenn die Erdatmosphéire weniger Strahlung ins Weltall emi-
tieren léssﬁ und somit die Emissivitét sinkt, dann steigt die Durchschnittstempe-
ratur, bei der sich das Gleichgewicht zwischen absorbierter und emittierter Strah-
lung einstellt.

¢ Die Gleichgewichtstemperatur T* ist natiirlich genau diejenige Temperatur, bei
der absorbierte und emitierte Strahlung die Differenz 0 haben und sich somit aus-
gleichen, das heilst T* erfiillt die stationére Strahlungsbilanzgleichung

0= Rin — Rout = 715 (S(1 — @) —4ea (T*)*).

Indem man direkt mit dieser stationdren Gleichung beginnt, kann man die For-
mel fiir T* auch direkt ohne eine Differentialgleichung herleiten. Das Schéne an
der Diskussion der Differentialgleichung in Beispiel[4.2.7]ist aber, dass man sehen
kann, dass die Durchschnittstemperatur der Erde in diesem Modell tatsédchlich ge-
gen die Gleichgewichtstemperatur konvergiert.

4.3 Autonome lineare Differentialgleichungen und die
Matrix-e-Funktion

Einstiegsfragen. (a) Wann ist eine Matrix A € C?*¢ diagonalisierbar?
(b) Was versteht man unter der Jordan-Normal-Form einer Matrix A € C4*4?

In diesem Abschnitt betrachten wir den besonders wichtigen Spezialfall autonomer
Differentialgleichungen, bei denen die rechte Seite eine lineare Funktion des aktuellen
Zustands ist. Das heift, wir betrachten fiir eine gegebene Matrix A € C¢*¢ das C?-wertige
Anfangswertproblem

{x(t) = Ax(t) furalleteR, (4.3.1)

x(0) = xo,

mit einem Startwert xo € C? Im Fall d = 1 ist es sehr leicht, die Losung dieses Anfangs-
wertproblems zu sehen: es ist x(f) = e’ x, fiir alle ¢ € R.

Lassen Sie uns nun dreist sein und versuchen, ob dasselbe auch fiir gr6ere Dimen-
sionen d klappt. Dazu muss man natiirlich zuerst festlegen, was es heifst, eine Matrix in
die Exponentialfunktion einzusetzen.

327um Beispiel aufgrund eines héheren Konzentration an Treibhausgasen als in der Vergangenheit.
33Man kann natiirlich auch den Skalarkérper R betrachten. Fiir das Anfangswertproblem macht das
aber keinen Unterschied, weil man jede reelle Matrix ja immer auch als komplexe Matrix auffassen kann.
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4. EINFUHRUNG IN GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Definition 4.3.1 (Matrix-Exponentialfunktion). Sei A € cdxd Man setzt
o) Ak n Ak

A .
= A=) —=1 —.
CEePUAE L T =M 2

Die Abbildung cdxd _, cdxd B, exp(B) nennt man die Matrix-Exponentialfunktion.

In Aufgabe 14.2(a) und (b) auf Hausaufgabenblatt 14 zeigen Sie, dass diese Reihe tat-
sdchlich konvergiertff] Die Matrix-Exponentialfunktion ist, wie wir vor ihrer Definition
bereits angedeutet haben, sehr niitzlich um das Anfangswertproblem (4.3.1) zu l6sen:

Theorem 4.3.2 (Losung linearer autonomer Anfangswertprobleme). Sei A € C**? und
d
Xo € C“.

(@) Das Anfangswertproblem ist global eindeutig losbar und seine globale L6-
sung x : R — C¢ ist gegeben durch

x(H) =exy fiiralleteR.

(b) Allgemeiner ist fiir ty € R das Anfangswertproblem

x(t)=Ax(t) fiiralleteR,
x(to) = Xo,
global eindeutig losbar und seine globale Losung x : R — C% ist gegeben durch

(t—=1p)A

x(H)=e Xxo fiiralleteR.

(c) Die Abbildung R — C%*4, t — '/ ist stetigdifferenzierbar mit Ableitung &e'4 =
Aett = ¢! A fiiralle t € R.
(d) Esiste® =id und fiiralles, t € R gilt e*tD4 = e54e!4,
Beweis. [(@)] Das beweisen Sie in Aufgabe 14.2(c) auf Hausaufgabenblatt 14.
[(b)] Das folgt aus|(a)| mit Hilfe der Kettenregel.

Sei k € {1,...d}, sei e € C? der k-te kanonische Einheitsvektor, und sei x : R — C¢,
x() = e'4ey. Fiir jedes ¢ € R ist dann x(f) die k-te Spalte von e*4, und laut[(a)]ist x
stetig differenzierbar mit

d
Eemek = &x(t) = Ax(t) = Ae'ey.

34Es ist wichtig, dass die Matrix A quadratisch ist, weil wir in dieser Definition Potenzen AX fiir ke No
verwenden. Wenn A nicht quadratisch ist, ist zum Beispiel das Produkt A% = A- A gar nicht definiert.

35Bitte bearbeiten Sie diese Aufgabe unbedingt. Sie ist nicht besonders schwer, aber wichtig um ein gutes
Verstdndnis der Matrix-Exponentialfunktion zu bekommen.
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4.3. Autonome lineare Differentialgleichungen und die Matrix-e-Funktion

Also ist die k-te Spalte von e’/ beziiglich ¢ stetig differenzierbar und die Ableitung
ist die k-te Spalte von Ae’?).

Das zeigt, dass ¢ — e’ stetig differenzierbar ist mit Ableitung Ae’”. Dass A fiir jedes
t € R mit e’ kommutiert, folgt aus der Definition der Matrix-Exponentialfunktion,
weil A mit jeder seiner Potenzen kommutiert.

[[d)] Die Eigenschaft e” = id. folgt sofort aus der Definition der Matrix-e-Funktion (mit
A® =id). Um die zweite Gleichung zu zeigen, fixieren wir s € R und xy € C¢ und wih-
len x: R — C%, x(1) := e!"*94x,. Dann folgt ausu dass x die Differentialgleichung
%(t) = Ax(¢) fiir ¢ € R 16st. AuBerdem gilt x(0) = e**xg, das heit x die die globale
Losung des Anfangswertproblems

{X(t) = Ax(f) fiiralle reR,

x(0) =¢e’ xo

Andererseits ist dieses Anfangswertproblem laut-global eindeutiglosbar mit x(f) =
e'desA xy fiir alle £ € R. Damit ist e*94xy = e!4es x fiir alle ¢ € R gezeigt. Weil s € R

und xo € C? beliebig waren, folgt e!/*94 = e’4¢%4 fiir alle s, t € R, wie behauptet. O

Man kann die Eigenschaften der Matrix-e-Funktion aus Theorem[4.3.2]iibrigens statt-
dessen auch mit denselben Argumenten zeigen, mit denen man sie in der Analysis 1 fiir
die skalare e-Funktion beweist. Aber es ist ja ganz nett zu sehen, dass man die Eigen-
schaften alternativ auch aus der Theorie der gew6hnlichen Differentialgleichungen er-
halt.

Beispiel 4.3.3 (Exponentialfunktion einiger Matrizen). Betrachten wir die Matrix

_0 -1 2x2
A—(1 O)E[R .

Dann gilt

1A - cost —sint furalle reR

sint cost )
Beweis. Wenn man die Potenzen A°, ..., A* von A ausrechnet, erhilt man A° =id, A! = A,
A% =—id, A3 = —Aund A* =id = A°. Somit folgt fiir alle t e R

00 l'kAk 00 [2k+1A2k+1 00 IZkAZk
B Z k! ,CZ 2k+1)! ,;) (2k)!
00 1)kt2k o) (—l)ktZk )

-2

A+ id
&= 2k+1)! ,;0 2k)!

=sin(t) A+ cos(t)id = (COS £ —sin t)

sint cost)’
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4. EINFUHRUNG IN GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die Wirkung der Matrix e’4 aus dem vorangehenden Beispiel auf reelle Vektoren —
das heiRt, auf Elemente von R?> — kann man besonders gut sehen, wenn man e'# auf die
beiden kanonischen Einheitsvektoren e;, e; anwendet. Es ist

cost —sint
etAel =1 . und €tA€2 =
sint cost

fiir alle £ € R — das heilt e’* dreht Vektoren im R? um den Winkel ¢ (im BogenmaR ange-
geben) gegen den Uhrzeigersinn. Insbesondere bedeutet das, dass die Losung des Ein-
fangswertproblems

x(t) = Ax(t) firalle reR,
x(0) = xop,

die laut Theorem durch x(¢) = e’ x, fiir alle ¢ € R gegeben ist, im Kreis verlauft.

Beispiel 4.3.4 (Exponentialfunktion eines 2 x 2-Jordanblocks). Es sei

1=[o of

Dann gilt fiir alle t € R

1 ¢
t] _
o[ ).

Beweis. Es gilt J?> = 0 und somit J* = 0 fiir alle k = 2. Somit folgt aus der Definition der
Matrix-Exponentialfunktion

1 k
(t)) 1 ¢t
LA
fiir alle £ € R. O

Um fiir moglichst viele Matrizen die Matrixexponentialfunktion ausrechnen zu kén-
nen, kann man die folgenden beiden Propositionen mit der Diagonalisierung beziehungs-
weise der Jordan-Normalform von Matrizen kombinieren, die Sie aus der Linearen Alge-
bra kennen.

Proposition 4.3.5 (Matrix-e-Funktion fiir (Block)Diagonalmatrizen).
(a) SeienAy,...,Aq€C. Dann gilt

M 6”11

exp|t =

Ad emd

fiiralle t e R.

112



4.3. Autonome lineare Differentialgleichungen und die Matrix-e-Funktion

(b) Allgemeiner seien nun dy,...,dp e N und d := dy +---+ dy. Seien By € chxd
By € CA*dt Wenn wir die d x d-Blockdiagonalmatrix mit Blockdiagonaleintriigen
By,..., By in die Matrix-e-Exponential einsetzen, erhalten wir

By e'B
exp|t =

Bd eth

Beweis. [(a)] Fiir 2 x 2-Diagonalmatrizen rechnen Sie das in Aufgabe 14.2(d) auf Haus-
aufgabenblatt 14 nach. Fiir gréBere Dimension ist die Rechnung im Wesentlichen
dieselbe.

[(b)] Der Beweis ist derselbe wie fiir Diagonalmatrizen; man muss lediglich verwenden,
dass man Blockmatrizen blockweise multiplizieren kann. O

Die Matrix-Exponentialfunktion ist vertriglich mit einem Basiswechsel im C? - das
heil3t, anders ausgedriickt, mit Ahnlichkeitstransformationen von Matrizen:

Proposition 4.3.6 (Matrix-Exponentialfunktion unter Ahnlichkeit). Seien D, T € C4*4
und sei T invertierbar. Dann gilt

et TDT™ _ pptD -1
fiirallet e R.
Beweis. Das beweisen Sie auf Prasenzblatt 15 in Aufgabe 15.1(b). O

Beispiel 4.3.7 (Blockform durch Umsortieren). Betrachten wir die Matrix

0 0 -1
A=|0 -2 o0 |eC®3,
1 0 0

Wenn man die zweite und die dritte Zeile von A vertauscht, dann befindet sich die Matrix
in Blockdiagonalgestalt mit einem 2 x 2-Block und einem 1 x 1-Block.
Genauer: Wir betrachten die Permutationematrix

1 00
pP:=|10 0 1].
010

Sie ist invertierbar und gleich ihrer eigenen Inversen, das heift P~! = P. Eine Matrix C
von links mit P zu multiplizieren vertauscht die zweite und die dritte Zeile von C; und
C von rechts mit P zu multiplizieren, vertauscht die zweite und die dritte Spalte von C.
Somit gilt

0 -1 0 0 -1
P lap=prPAP=|1 0 o0 ]=|1 o0 =:B.
0 0 -2 -2
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Laut Propositionen und sowie Beispiel folgt fiir alle t e R

cost -—sint cott 0 —sint

-1 _ ) _ N
e =ePBP — pp!Bp=l —plginr cost Pl=| 0 e2 0

_ ~— .
e 2] °p sint 0 cost

Ebenso kann man mit Hilfe der Propositionen [4.3.6| und [4.3.5(a)| die Matrix-Expo-
nentialfunktion einer diagonalisierbaren Matrix ausrechnen (sofern man die Eigenwerte
und Eigenvektoren ausrechnen kann). Hier ist ein Beispiel fiir diese Vorgehen; dasselbe
Beispiel behandeln Sie auch auf Hausaufgabenblatt 14, aber mit einer anderen Methode.

Beispiel 4.3.8 (Ein Matrix-e-Funktion via Diagonalisierung). Wir betrachten die Matrix

01
)
Dann gilt fiir alle t e R

o!B — cosht sinht
sinht cosht)’

Beweis. In Aufgabe 14.2(e) auf Hausaufgabenblatt 14 rechnen Sie diese Formel direkt
mit Hilfe der Definition der Matrix-Exponentialfunktion nachFE] Hier besprechen wir,
wie man stattdessen mit Hilfe von Diagonalisierung zumselben Ziel kommt.

Man {iiberpriift leicht, dass B die beiden Eigenwerte —1 und 1 hat mit zugehérigen
EigenvektorerE]

Also gilt B= TDT~! mit

D:(—l 1) und  T=(v, yl):%(_ll })

Weil die beiden Spalten von T Euklidische Norm 1 haben und senkrecht aufeinander
stehen, ist T orthogonal, das heil3t es gilt T~! = TT. Somit erhalten wir fiir alle ¢ € R

tB -1 -1 e’ T
e =Texp|t 1 T =T etT

1 (et+e‘t et—e‘”) 3 (cosht sinh t)

2lef—e ! el+e! sinh¢ cosht

36Dje Rechnung ist ganz dhnlich wie in Beispiel man muss nur bemerken, dass B? = id gilt.
37Den Vorfaktor \/LE braucht man natiirlich nicht unbedingt; aber sie sorgen dafiir, dass die zugehorige

Transformationsmatrix orthogonal wird, was die Rechnung ein wenig erleichter.
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4.4 Inhomogenititen und Faltung

Einstiegsfragen. (a) Was versteht man in der linearen Algebra unter einer Inhomo-
genitit bei einer linearen Gleichung?

(b) Woran denken Sie bei dem Wort “Resonanzkatastrophe”?

In diesem letzten Abschnitt der Vorlesung behandeln wir lineare Differentialgleichun-
gen der Form

X(t)=Ax()+ f(r) firr=0,

wobei A € C?*? eine Matrix und f : [0,00) — C¢ eine gegebene stetige Funktion ist.
Lassen Sie uns zuerst ein Beispiel besprechen um zu sehen, woher solch eine Inho-
mogenitit f in einem Model stammen kann.

Beispiel 4.4.1 (Federpendel mit externer Kraft). In Aufgabe 15.2 auf Prasenzblatt 15 be-
trachten Sie ein Federpendel mit Masse m > 0 und Federhirte D > 0. Fiir die Position
x(t) und die Geschwindigkeit v(f) = x(¢) des Pendels zum Zeitpunkt ¢ leiten Sie in dieser
Aufgabe die Differentialgleichung

)'c(t))_ 0 1)(x(®
o) \-2 oflv(n
fiir alle ¢ her.

Nun dndern wir das Model folgendermaf3en ab: Wir nehmen nun an, das Federpen-
del hat zum Zeitpunkt 0 die Position xy und die Geschwindigkeit vy. Wir wollen das Fe-
derpendel erst vom Zeitpunkt 0 an betrachten und nehmen an, dass zu jedem Zeitpunkt
t eine zusitzliche dullere Kraft F(¢) auf die Masse wirkt (also zusitzliche zur Riickstell-
kraft des Pendels). Somit erhilt man aus dem zweiten Newtonschen Axiom eine andere
Bewegungsgleichung; sie lautet nun

.. D F(1)
X()=——x(t)+ —
m m

fiir t = 0. Auch diese Gleichung kann man wieder in eine Differentialgleichung erster
Ordnung umschreiben. Wegen X(¢) = v(¢) lautet Sie nun aber

o(t 0 1 t 0
(ziti):(_g o)(jix;)“L(M) fiir alle £ € [0,00).
m an—d

=:f(1)

Um zunichst eine Intuition dafiir zu erhalten, wie man linearen Differentialgleichun-
gen mit Inhomogenititen 16sen kann, sehen wir uns zunéchst ein Beispiel einer dhnli-
chen, aber einfacheren Gleichung an — ndmlich einer linearen Differenzengleichung:
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beginnt mit Be-
merkung|s.4.3]

4. EINFUHRUNG IN GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beispiel 4.4.2 (Kontostand bei gleichbleibender Verzinsung und jihrlicher Einzahlung).
Betrachten Sie ein Konto mit anfdnglichem Kontostand xy € R. Am Ende des n-ten Jahres
wird der Kontostand x, vom Anfang des n-ten Jahres mit einem Zinssatz g verzinst und
weiteres Guthaben eingezahlt, in Héhe von b,,. Somit betrdgt der Kontostand am Anfang
von Jahr n+1

Xntl=Xn+qxn+by=0+q)x+ by

fiir jedes n € Np. Solche eine Gleichung bezeichnet man als Differenzengleichung, weil
die Differenz x,.; — x, zwischen den Werten zu den Zeitpunkten 7 + 1 und n durch den
Wert zum Zeitpunkt n ausgedriickt wird.
Wenn man die Werte xp, X1, X2, ... sukzessive ausrechnet, erhilt man

x1 =1+ q)xo + bo;

X2 =(1+q)°x0+ 1+ q)bo + by;

x3=1+g)3x0+1+q)%bo+ 1+ q)by + by;

Xa=A+ @ %0+ A +¢)3bo+ 1 +q)%b1+ 1+ q) by + bs;

Allgemein gilt fiir alle n € Ny die Formel
n
Xpe1 = 1+ @) " o+ Y. A+ )" by,
k=0

wie man leicht per Induktion zeigt.

Bemerkung 4.4.3 (Faltung von Folgen). Fiir zwei Folgen y = (¥x)nen, und z = (z5) nen,
in R ist die Faltung definiert als die Folge y * z mit Indexmenge Ny, deren n-ter Eintrage
fiir jedes n € Ny gegeben ist als

n
(Y *2)ni= ) Yn-kZk;
k=0
Das kennen Sie bereits von Aufgabe 9.2 auf Prasenzblatt 9.
Betrachten wir nun die inhomogene lineare Differenzengleichung
Xne1 =0+ q)xn + by fiir alle n € Ny
aus Beispiel sowie die zugehorige homogene Differenzengleichung

Xn+1 =0+ q)xy fiir alle n € Ny.

Die Losung der homogenen Gleichung ist offensichtlich die Folge ((1 + q)”xo)n N =
(1+ ") neny, Yo fur alle 72 € No. Damit kann man die Losungsformel der inhomogenen
Gleichung aus Beispiel[4.4.2|folgendermalRen interpretieren: Man nimmt die Losung der
homogenen Gleichung und addiert (bis auf eine Verschiebung um den Index 1) die Fal-

tung der Folge ((1+¢)"), ., mit der Inhomogenitat (by) nen, -

116



4.4. Inhomogenitidten und Faltung

Zum Losen linearer Differentialgleichungen mit Inhomogenitidt gehen wir nun ganz
dhnlich vor. Wir definieren dafiir die Faltung von Funktionen, die auf [0,00) definiert
sind.

Definition 4.4.4 (Faltung). (a) Seien g:[0,00) — Cund f: [0,00) — C stetig. Man nennt
die Abbildung g x f : [0,00) — C, die durch

t t
(g* ) :=/0 g(t—s)f(s)ds=f0 g(s)f(t—s)ds
fiir alle £ € [0,00) gegeben ist, die Faltung von g und f.

(b) Allgemeiner seien nun G: [0,00) — Cc*d ynd f:10,00) — c4 stetig. Man nennt die
Abbildung G * f : [0,00) — €4, die durch

t t
(G f)(1) ::f G(t—s)f(s)ds=f G(s)f(t—s)ds
0 0
fiir alle ¢ € [0,00) gegeben ist, die Faltung von G und f.

Beispiel 4.4.5 (Faltung von zwei Schwingungen). Seien w,® € (0,00) und seien f,g :
[0,00) — R, f(#) =sin(wt) und g(t) = sin(@?) fiir alle ¢ € [0,00). Dann gilt

osN@H-0sin@h  fay]q G £
(f*g) (D)= { _twco“s’fa?%”isinwﬂ D
Zlweostlwhtsiniwl) - palls @ = w.
2w

Beweis. Sei t € [0,00) fest.

Erster Fall: @ # w. Es gilt

¢
(fxg)( :f sin(w(t — s))sin(@s)ds
0

1 _ ) t
= —cos(w(t—$))sin(@s)|3=4 — ﬂf cos(w(t—s))cos(@s)ds
w w Jo

~2 t

sin(@t) @ _ s=t O . Ny
= + — sin(w(t —$)) cos(@$)|—g + — sin(w(t—s))sin(@s)ds
w? w? Jo

w

. ~ N 1 ~2
_sin(@7) _ dsin(wi) + %(f*g)(t)-

W w?

Wegen w # @ und w, ® > 0 ist g # 1. Somit kann man die soeben erhaltene Gleichung
nach (f % g)(¢) auflésen und erhalt

1 (sin(c'{)t) 3 (I)sin(wt)) B wsin(@t) — osin(wt)

_ @ ) w? w? —@?

w2

(f*g)= !
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Zweiter Fall: ® = w. Lassen Sie uns eine Folge (w,) in (0,00) \ {w} betrachten, die gegen
w konvergiert. Dann gilt

t

(fxg)(0) =f sin(w(t — s))sin(ws)ds
0

t

= r}im sin(w(t — ) sin(w,s)ds

wsin(w,t) —w,sin(wt)

= lim

n—oo (w—wy)(w+wy)
wobei die zweite Gleichheit aus dem Satz von der dominierten Konvergenz (Theo-
rem folgt;[igl die dritte Gleichheit folgt aus dem ersten Fall, den wir bereits be-
handelt haben. Den Grenzwert am Ende kann man zum Beispiel mit Hilfe der Taylor-
Entwicklung des Sinus oder mit Hilfe der Regel von I'Hopital (siehe Analysis 1, ) be-
stimmen und erhélt damit die behauptete Formel. O

Proposition 4.4.6 (Eigenschaften der Faltung). Sei G : [0,00) — C4*¢ stetig differenzier-
bar und f : [0,00) — c4 stetig. Dann ist auch G x f : [0,00) — c4 stetig differenzierbar mit
der Ableitung

%(G*f)(t) =(G* O+GO)f(t) fiirallete[0,00).

wobei das G auf der rechten Seite wie iiblich die Zeitableitung von G bezeichnet.

Beweis. Mit Hilfe der Stetigkeit von G kann man zeigen, dass die Faltung G x f eben-
falls eine stetige Funktion von [0,c0) nach C? ist; wir verzichten an dieser Stelle auf die
Details.

Nun betrachten wir die Funktion % : [0,00) — C%, h(t) = fot(G* @) +GO)f(r)dr fir
alle t € [0,00). Wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ist % stetig
differenzierbar mit Ableitung h(t) = (G* () +G(0) f(r) fiir alle £ € [0,00). Somit gentigt
es zu zeigen, dass h = G % f ist. Sei also ¢ € [0,00) fest. Dann gilt

t r t t t —s
f f G(r—s)f(s)dsdr:f f G(r—s)f(s)drds:f G(r)drf(s)ds
o Jo 0 Js o Jo

t
0

t
=f (G(t—s)—G(O))f(s)ds:(G*f)(t)—G(O)fO f(s)ds,

wobei wir fur die erste Gleichheit den Satz von Fubini verwendet haben. Indem wir den
Term G(0) fot f(s)ds auf die linke Seite bringen, erhalten wir wie behauptet h(f) = (G %
HN. O

Korollar 4.4.7 (Lineare Differentialgleichungen mit Inhomogenitit). Sei A € C?*? und
xo € C?. Auflerdem sei f : [0,00) — C% stetig. Dann ist das Anfangswertproblem

x(t) = Ax(t)+ f(#) fiiralle t€0,00),
x(0) = xg

38K$nnen Sie hier die Details ausfiihren?
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4.4. Inhomogenitidten und Faltung

global eindeutig losbar und die globale Ldsung ist gegeben durch

t
x(f)=e"xo+ (e % f) (1) = e"xg +f e f(s)ds
0

fiiralle t € [0,00).

Beweis. Wir betrachten die Abbildung £ : [0,00) x C? — C4, h(t,z) = Az + f(¢) fiir alle
t € [0,00), die die rechte Seite der Differentialgleichung beschreibt. Fiir alle ¢ € [0,c0) und
alle y,z e C% gilt

|t 2) =kt p, = A=l < 1Al 2= ],

Somit ist die globale Lipschitzbedingung aus dem globalen Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz (Theorem[4.1.3) erfiillt (mit I = [0,00)). Also ist das Anfangswertproblem
global eindeutig l16sbar.

Dass die gegebene Funktion x tatsdchlich die Differentialgleichung erfiillt, folgt aus
Proposition[4.4.6f Laut dieser Proposition ist x stetig differenzierbar mit

%) = Ae" xo+ (Ae % ) () + ¥ f (1) = A(e™ xp + (e % (1) + (1) = Ax(D) + (D)

fiir alle £ € [0,00). AuRerdem erfiillt x die Anfangsbedingung, denn es ist x(0) = e®*x, +
(e % £)(0) = xo. -

Beispiel 4.4.8 (Resonanzkatastrophe fiir ein Federpendel). Wir betrachten noch einmal
das Federpendel mit externer Kraft aus Beispiel [4.4.1} seine Bewegung wird durch die
Differentialgleichung

(x(t))z(()g é)(x(f))+(F?t)) fiir alle ¢ € [0,00).

v(t) v(t) o

N——r
=:f(1)

beschrieben. Lassen Sie uns der Einfachkeit halber annehmen, dass das Pendel zum
Zeitpunkt 0 im Gleichgewicht ruht, das heif3t, das x(0) = 0 und v(0) = 0 gilt.
Wir verwenden die Abkiirzung w := v D/m. Dann gilt alle ¢ € [0,00) laut Aufgabe 15.1(e)

auf Prasenzblatt 15
exol £ 0 1) [ cos(wi) % sin(wt)
P —% 0/)  \-wsin(wt) cos(wt)

Nun betrachten wir die Situation, in der die externe Kraft F mit ebenfalls oszilliert: Kon-
kret sei F(t) = Fysin(®t) ein @ € (0,00) und alle t € [0,00). Die Losung unseres Anfangs-
wertproblems ist somit laut Korollar gegeben durch

(x(t))_ft( cos(w(t—s) %sin(w(t—s)))( 0 )ds
v(t)) ~ Jo \—osin(t-5) cos(t-9) J\Lsin@s)

_ Ot(f—fnsin(w(t—s))sin(d)s)ds
Sy 2 cos(w(r - 9)sin(@s)ds |
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Die Formel fiir x(¢) ist das j—;’n -fache einer Faltung zweier Sinus-Funktionen mit den Win-
kelgeschwindigkeiten w und @. In Beispiel[4.4.5sieht man nun: Fiir @ # w bleibt die Lo-
sung fiir t — oo beschrinkt. Fiir ® = w ist x(¢) hingegen unbeschrinlt fiir t — co (wegen
des Vorfaktors ¢, der vor dem Cosinus im zweiten Fall auftritt).

Wenn man das Pendel mit einer externen Kraft anregt, die mit derselben Frequenz
schwingt wie das Pendel selbst (das heilst mit der sogenannte Eigenfrequenz des Pen-
dels), schwingt das Pandel also im Laufe der Zeit unbeschrénkt weit ausf’| Das bezeich-
net man als Resonanzkatastrophe.

39Das ist natiirlich — wieder einmal — eine grobe Vereinfachung. In Wirklichkeit wird das Pendel nicht
immer weiter ausschwingen, sondern der Apparat irgendwann zerstért werden, das heil3t, die Differenti-
algleichung ist ab einem bestimmten Punkt keine gute Approximation an das reale Verhalten des Pendels.
Auflerdem kann man als @ natiirlich nie ganz genau die Eigenfrequenz des Pendels erwischen — aber wenn
man nahe genuged dran ist, werden die Schwingungen halt schon sehr grof8. Denken Sie {ibrigens auch dar-
an, dass in der Realitdt auch Reibung eine wichtige Rolle spielt und das Pendel ausbremst; das haben wir in
diesem sehr einfachen Modell véllig ignoriert.
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