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Einleitung

Notation

Folgende Notation wird im Manuskript durchgehend verwendet:

Notation ‘ Bedeutung

N {1,2,3,...}

Np {0,1,2,3,...}
K Ror C

m,n,p Elemente von N

Standardliteratur zur Vorlesung

Einige deutschsprachige Standardwerke zu den Themen der Vorlesung finden Sie im
Literaturverzeichnis des Manuskripts unter den Eintragen [2] 3] [ 6], [7].

Vorsicht: Fehler!

Dieses Manuskript enthélt mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit Fehler.
Mit hoher Wahrscheinlichkeit enthélt es sogar viele Fehler. Wenn Sie glauben, einen
Fehler entdeckt zu haben: Geben Sie mir bitte Bescheid (wirklich!), am einfachsten
per E-Mail.

E-Mail-Adresse: glueck@uni-wuppertal.de

Stand

Diese Version des Manuskript stammt vom 14. Juli 2026.






Kapitel 1

Metriken und Normen

1.1 Metrische und normierte Raume

In der Analysis 1 haben Sie gelernt, wie der Abstand zwischen zwei reellen — und
allgemeiner zwischen zwei komplexen — Zahlen definiert istE] Wir besprechen nun
einen axiomatischen Zugang um einen Abstandbegriff auf allgemeinen Mengen ein-
zufiihren:

Definition 1.1.1 (Metrischer Raum). Sei M eine Menge. Eine Metrik oder ein
Abstand auf M ist eine Abbildung d : M x M — [0,00), welche die folgenden
Eigenschaften erfiillt:

(I) Positive Definitheit von Metriken: Fiir alle z,y € M gilt d(z,y) = 0 genau
dann, wenn z = y gilt.

(II) Symmetrie: Fiir alle z,y € M gilt d(z,y) = d(y, z).

(ITT) Dreiecksungleichung fiir Metriken: Fiir alle x,y,2z € M gilt d(z,2) <
d(z,y) +d(y, 2).

Ein Tupel (M,d), wobei M eine Menge und d eine Metrik auf M ist, nennt man
einen metrischen Raum.

Beispiel 1.1.2. Sei M C C und sei d: M x M — [0,00) gegeben durch d(z,y) =
ly — 2| fiir alle z,y € M. Dann ist d eine Metrik auf M; man nennt sie die Euklid-
sche Metrik.

Beweis. Wir iiberpriifen, dass die drei Axiome aus Definition erfillt sind.
Positive Definitheit von Metriken: Seien x,y € M. Falls x = y ist, gilt
d(z,y) = |y — = = |z — z[ = |0] = 0.

Falls umgekehrt d(z,y) = 0 gilt, dann ist |y — 2| = 0 und somit y —x = 0, also
T =1y.

I'Namlich wie?

Vorlesung 1:
(Mi, 09.04.)
beginnt ab
Abschnitt [[]



1. METRIKEN UND NORMEN

Symmetrie: Fir alle z,y € M gilt
d(z,y) = ly —z| = |-(z —y)| = |z —y| = d(y, 2).
Dreiecksungleichung fiir Metriken: Seien x,y,z € M. Dann gilt

d(z,2) = |z =z = [(z = y) + (y — )|
<lz=yl+ly — 2| = dly, 2) +d(z,y),

wobei wir fiir die Ungleichung in der Mitte die Dreiecksungleichung fiir den
Betrag komplexer Zahlen verwendet haben. O

Wenn man zwei Elemente z,y € R" betrachtet, kann man Sie eintragsweise
addieren und eintragsweise mit Zahlen A € R multiplizieren. Es ist also

1 Y1 T1+ Y1
T2 Y2 T2 + Y2
r+y=|[.|+].|:= : eR"
Tn Yn Tn + Yn
und
X1 )\.%1
i) )\.TQ
A =M]| . = ) e R™.

Tn ATy,

Analog kann man auch Elemente aus C" addieren und mit Zahlen aus C multipli-
zieren. Die Moglichkeiten zwei Elemente einer Menge zu addieren und Elemente der
Menge mit reellen oder komplexen Zahlen zu mutliplizieren, abstrahiert man zum
Begriff des Vektorraums:

Bemerkung 1.1.3 (Vektorrdume). Sei K ein Kérperﬂ Ein Vektorraum tiber K ist
eine Menge V zusammen mit zwei Abbildungen +:V xV -V und - : KxV -V
derart, dass man mit diesen beiden Operationen “im Wesentlichen genauso rechnen
kann wie auf R™ und C".” Eine genaue Definition des Begriffs lernen Sie in der
Vorlesung Lineare Algebra 1.

Falls Sie ungeduldig sind und jetzt schon eine exakte Definition des Begriffs
nachlesen wollen, finden Sie diese in Addendum [I.5]

Beispiele 1.1.4 (Einige Vektorrdume). (a) Wie vor und in Bemerkung be-
reits angedeutet, sind fiir n € N die Mengen R” und C™ mit der komponenten-
weise Addition und komponentenweisen skalaren Multiplikation Vektorrdume
iiber R beziehungsweise C.

2In der Analysis — unter anderem in der Vorlesung Analysis II — interessiert man sich vor allem
fiir die Félle K = R und K = C. Andere Korper sind insbesondere in der Algebra relevant.
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1.1. Metrische und normierte Raume

(b) Sei M C C. Dann ist die Menge CM aller Funktionen von M nach C ein Vek-
torraum uber C, wenn man sie mit der punktweisen Addition und punktweisen
skalaren Multiplikation ausstattet, die durch

(f+9)(2) == f(2) + g(2) und (M) (z) :==Af(z) fiiralleze M

fiir alle f,g € CM und alle A € C gegeben sind.

Analog kann man die Menge RM aller reellwertigen Funktionen auf M zu einem
Vektorraum iiber R machen.

(c) Sei M C C. Sei Cp(M;C) die Menge aller beschrénkten stetigen Funktionen
von M nach (CE] Wenn man diese Menge mit der punktweisen Addition und
der punktweisen skalaren Mulitplikation aus Beispiel ausstattet, ist sie ein
Vektorraum iiber C.

Analog wird die Menge Cy(M;R) aller beschréankten stetigen Funktionen von
M nach R zu einem Vektorraum iiber R.

Definition 1.1.5 (Normen). Sei V ein Vektorraum iiber K, wobei K € {R,C} ist.
Eine Norm auf V ist eine Abbildung ||| : V — [0,00), die die folgenden Axiome
erfiillt:

(I) Positive Definitheit von Normen: Fiir jedes v € V gilt
v =0 < wv=0
(II) Absolute Homogenitét: Fir alle v € V und alle A € K gilt
[Avll = [A[ ]l -
(ITT) Dreiecksungleichung fiir Normen: Fiir alle v,w € V gilt
o+ wll < ol + [lwll.

Wenn || - || eine Norm auf V' ist, nennt man das Tupel (V|| -||) einen normierten
Raum[]

Beispiel 1.1.6 (1-Norm auf K™). Sei K € {R,C} und n € N. Fiir jedes € K"
setzen wir

n
lzlly o= leal 4 fzal = Yl
k=1

Dann ist || - ||; eine Norm auf K”. Man bezeichnet sie als die 1-Norm auf K".

3Eine Funktion f : M — C heift beschrinkt, wenn ihr Bild f(M) beschrankt ist, das heifit,
wenn es eine reelle Zahl ¢ > 0 gibt derart, dass |f(z)| < c fir alle z € M gilt.
40der ausfiihrlicher einen normierten Vektorraum.



1. METRIKEN UND NORMEN

Beweis. Fiir jedes x € K" folgt direkt aus der Definition, dass ||z||; € [0,00) liegt.
Wir zeigen, dass die drei Axiome aus Definition erfiillt sind:
Positive Definitheit fiir Normen: Sei x € C™.

“=” Sei ||z||; = 0. Dann folgt Y, |zx| = 0. Weil alle Summanden gréfer oder
gleich 0 sind, gilt fir alle £ € {1,...,n} somit |zx| = 0 und folglich x; = 0.

Also ist z = 0.
“«<=“ Sei x = 0. Dann gilt 1 = --- = 2, = 0 und somit folgt
n
lzll, =) 0=0.
k=1

Absolute Homogenitdt: Sei x € K™ und A € K. Dann gilt
Al =" Akl =D I\ k] = ALY lzkl = (Al l|=l, -
k=1 k=1 k=1

Dreieckungleichung fiir Normen: Seien z,y € K. Dann gilt

n n
lz+ylly =D kel <D (lzel + lye))
k=1 k=1

n n
=D lawl+ D el = llzlly + s
k=1 k=1

wobei wir fiir die Ungleichung in der Mitte die Dreiecksungleichung fiir den
reellen beziehungsweise komplexen Betrag verwendet haben. O

Beispiel 1.1.7 (oo-Norm auf K™). Sei K € {R,C} und n € N. Fiir jedes x € K"
setzen wir

z|| o = max{\xll,...,]a:n]}:max{\mk\ | ke {1,...,n}}.

Dann ist |- ||, eine Norm auf K". Man bezeichnet sie als die co-Norm oder die
Maximumsnorm auf K".

Beweis. Den Beweis stellen wir als Ubungsaufgabe. O

Proposition 1.1.8 (Jede Norm induziert eine Metrik). Sei V' ein Vektorraum dber
K, wobei K € {R,C} ist, und sei || -] eine Norm auf V. Sei d : V x V — [0, 00)
gegeben durch

d(z,y) = [ly — =]

fiir alle x,y € V.. Dann ist d eine Metrik auf V. Man nennt sie die von der Norm
|| - || induzierte Metrik.
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1.1. Metrische und normierte Raume

Beweis. Die die Norm per Definition nach [0, co) abbildet, bildet auch d nach [0, co)
ab. Wir iiberpriifen nun die drei Axiome einer Metrik aus Definition [1.1.1

Positive Definitheit von Metriken: Seien x,y € V. Falls d(y,x) = 0 ist, dann gilt
lly — x|| = 0 und somit ist wegen der positiven Definitheit der Norm y —z = 0,
also x = y.

Falls umgekehrt x = y gilt, dann ist y — 2 = 0 und somit
d(z,y) = lly — || = [[0] =0,

wobei wir nun die andere Implpikation aus der Eigenschaft von Normen
verwendet haben.

Symmetrie: Seien x,y € V. Dann gilt

d(z,y) = lly — 2| = [[(=1)(z - y)I ZI\—LIHDE —yll = d(y, 2),
=1

wobei wir fiir die zweite Gleichheit die absolute Homogenitdt von Normen
verwendet haben.

Dreiecksungleichung fiir Metriken: Seien x,y,z € V. Dann gilt

d(z,2) = lz —zl| = [[(z —y) + (y — )|
<llz =yl +lly — z|| = d(y, 2) + d(=,y),

wobei wir fiir die Ungleichung die Dreiecksungleichung fiir Normen verwendet

haben. O

Konvention 1.1.9 (Die Metrik auf normierten Radumen). Wir statten jeden nor-
mierten Raum, sofern nichts anderes gesagt wird, immer mit der Metrik aus Propo-

sition [[L1.8 aus.

Das folgende Beispiel ist wohl das wichtigste Beispiel fiir eine Norm iiberhaupt,
denn auf R? und R? beschreibt diese Norm die Lange von Vektoren in der Ebene
und im Raum. Es ist sehr wichtig, dass Sie sich diese geometrische Bedeutung von

Beispiel |1.1.10] klar machenﬁ

Beispiel 1.1.10 (2-Norm auf K™). Sei K € {R,C} und n € N. Fiir jedes x € K"
setzen wir

n

2 211/2 2\ /2
ol == (lorl” + -+ fof?) 2 = (3 2wl )
k=1
Dann ist |- ||, eine Norm auf K". Man bezeichnet sie als die 2-Norm oder die

Euklidische Norm auf K".

5Deshalb werden wir dariiber auch im Tutorium in der ersten Vorlesungswoche sprechen.

Vorlesung 2:
(Fr, 11.04.)
beginnt ab
Konventi-

on 19



1. METRIKEN UND NORMEN

Beweis. Fiir jedes x € K" folgt sofort aus der Definition der Euklidischen Norm,
dass ||z||, > 0 gilt. Wir zeigen nun, dass die drei Axiome aus der Definition einer
Norm erfillt sind:

Positive Definitheit fiir Normen: Sei x € C™.

“=” Sei ||z, = 0. Dann folgt Y, |z|* = 0. Weil alle Summanden gréRer
oder gleich 0 sind, gilt fiir alle k € {1,...,n} somit |z;> = 0, also |z = 0
und folglich xx = 0. Also ist z = 0.

“«<=“ Sei x = 0. Dann gilt 1 = --- = x,, = 0 und somit folgt
n 1/2
laly = (07) =0t =o.
k=1
Absolute Homogenitdt: Sei x € K™ und A € K. Dann gilt
n 1/2 n 1/2
Iy = (32 D) = (DI fal)
k=1 k=1
n 1/2 n 1/2
= (APl ) = (X deel®) ™ = Al
k=1 k=1

Dreieckungleichung fiir Normen: Der Beweis dieser Ungleichung erfordert etwas Vor-
arbeit. Wir werden ihn fithren, sobald wir im Folgenden das Standard-Skalarprodukt
auf K" eingefiihrt und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung in Lemma be-
wiesen haben. O

Definition 1.1.11 (Standard-Skalarprodukt auf K™). Sei K € {R,C} und n € N.
Fiir alle z,y nennt man die Zahl

(]y) = Zﬁyk eK
k=1

das Standard-Skalarprodukt von z und yﬂm

5Im Fall K = R kann man die komplexe Konjugation iiber den Zahlen zj natiirlich einfach
weglassen, da jede reelle Zahl gleich ihrer komplex konjugierten Zahl ist.

"Es gibt {ibrigens zwei verschiedene Konventionen um das Standard-Skalarprodukt auf C™ zu
definieren: Man kénnte die komplexe Konjugation auf die Zahlen yx anstelle der x; anwenden. Diese
alternative Definition — die zu unserer nicht dquivalent ist, mit der man aber ebenso arbeiten kann,
wenn man in allen Formeln die Reihenfolge innerhalb jedes Skalarprodukts vertauscht — ist in der
Mathematik recht iiblich. Die Definition, die wir verwenden, ist hingegen eher in der Physik iiblich.
(Personen, die sich an einer moglichst effizienten Notation beim Rechnen mit Matrizen erfreuen
oder die gerne die Dirac-Notation in der Quantenmechanik verwenden, kénnten sich zur etwas
pointierten Aussage hinreiffen lassen, dass die Physikerinnen und Physiker mit ihrer Konvention
“Recht haben”.)
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1.1. Metrische und normierte Raume

Es folgt leicht aus der Definition, dass das Standardskalarprodukt in seiner zwei-
ten Komponente linear ist und in seiner ersten Komponente anti-linear — das heifét,
fiir alle z,y, 2 € K” und alle A € K giltf]

(x|y+z2)=(x|y)+(x]=2) und (x| dy)=X(z]y),
(r+ylz)=@|2)+@lz) uwd  (z]y =A(z]y).

Der Zusammenhang zwischen dem Standard-Sklarprodukt und der Euklidischen
Norm besteht darin, dass fiir jedes x € K" die Gleichheit (x| z) = (||£C||2)2 gilt.
Dies und die soeben beobachteten Eigenschaften des Skalarprodukts knnen wir ver-
wenden um das folgende sehr niitzliche Resultat zu beweisen.

Lemma 1.1.12 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Sei K € {R,C} und n € N. Fir
alle x,y € K" gilt

@ [ y)l < llzllx lyll, -

Beweis. Wir machen zunéchst die folgende Beobachtung: Fiir alle Zahlen a1, as, by, ba €
[0,00) gilt

(a1b1 + a2b2)2 < ((l% + a%)(b% + b%), (1.1.1)
denn es ist

(a% + a%)(b% + b%) — (albl + a2b2)2 = a%b% + a%b% — 2a1b1aszbs
= (albg - a2b1)2 2 0.

Nun beweisen wir die Behauptung per Induktion tiber n.

Fir n = 1ist [(z | y)| = |z1] [ya] = llzll5 [yll2-

Sei nun die Behauptung fiir ein festes n € N und alle Elemente in K™ bereits
bewiesen und seien x,y € K"! beliebig, fest. Mit &, § € K" bezeichnen wir diejenigen
Elemente von K", die aus x und y entstehen, wenn man den letzten Eintrag weglasst.
Dann gilt

LH.
(@ 1)l <1@ D]+ [zl lynia] < 122 [9ll2 + [2nta] [ynia]

~N2 2\1/2 ~112 2\1/2
< (1212 + 1zt ) 2 (1912 + lyna[2)Y

= [l2ll5 lyll, -

Damit ist der Induktionsschritt komplett und das Lemma bewiesen. O

Nun koénnen wir zeigen, dass die Fuklidische Norm tatsédchlich die Dreiecksun-
gleichung erfiillt. Dieser Teil des Beweis hat nach Beispiel [[.1.10] noch gefehlt.

8Die Behauptung, dass das “leicht aus der Definition” folgt, bedeutet iibrigens nicht, dass Sie
das einfach glauben sollen. Rechnen Sie diese Aussagen auf jeden Fall selbst nach!



1. METRIKEN UND NORMEN

Beweis, dass die 2-Norm aus Beispiel|1.1.10 die Dreiecksungleichung erfillt. Es sei-
en x,y € K" Dann ist

lz+yl3=@+yla+y) =@|z+y) +ylz+y)
=@lo)+ @+l +@ly)=lzl3+ v+ @y + ).

Somit folgt

2 2 2 2
I+ 13 = I+ yIF] < lell3 + 1wl + (= | 9)l + 1w | )
2 2 2
< lall3 + lyl3 + el Nolly + gl ally = (llely + Nl )

wobei wir fiir die zweite Ungleichung die Cauchy—Schwarz-Ungleichung aus Lem-
ma|l.1.12| verwendet haben. Ziehen der Wurzel liefert nun wie behauptet ||z + yl|, <

[lly + [1yll,- O
Das folgende Beispiel wird auf einem Ubungsblatt als Bonusaufgabe besprochen.

Beispiel 1.1.13 (p-Norm auf K™). Sei K € {R,C}, sei n € N und p € [1,00). Fiir
jedes x € K™ setzen wir

" 1/p
el = (leaf? + - +leal?) 7 = (o).
k=1

Dann ist || - || p eine Norm auf K™. Man bezeichnet sie als die p-Norm auf K”ﬂ

1.2 Konvergenz, Stetigkeit und topologische Konzepte

Definition 1.2.1 (Kugeln und beschriankte Mengen). Sei (M,d) ein metrischer
Raum, sei x € M und r € [0, c0).

(a) Dann nennt man die Mengen

By () :={ye M| d(y,x) <r},
Bor(z) :={ye M| d(y,z) <r}

die offene und die abgeschlossene Kugel in M mit Mittelpunkt x und
Radius r.

(b) Eine Menge C' C M heifit beschrankt, wenn es ein x € M und ein r € [0, 00)
mit der Eigenschaft C' C B<,(x) gibt.

Definition 1.2.2 (Offene und abgeschlossene Mengen). Sei (M, d) ein metrischer
Raum.

9Beachten Sie: Fiir p = 1 bezeihungsweise p = 2 erhélt man die 1-Norm aus Beispiel ?? bezie-
hungsweise die 2-Norm aus Beispiel [1.1.10] als Spezialfall.

10



1.2. Konvergenz, Stetigkeit und topologische Konzepte

(a) Eine Menge U C M heifst offen, falls sie folgende Eigenschaft erfiillt:

VreUJe>0: Be(z)CU

(b) Eine Menge A C M heiftt abgeschlossen, falls M \ A offen ist.

Vielleicht fragen Sie sich, wie Definition [1.2.2(b)| mit der Definition von abge-
schlossenen Teilmengen von C zusammenpasst, die wir in der Analysis 1 verwendet
haben. Dass beide Definitionen tatséchlich konsistent sind, werden wir nachher in

Proposition sehen.

Beispiele 1.2.3 (Offene/abgeschlossene Kugeln sind tatséchlich offen /abgeschlossen).

Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei x € M und r € [0, 00).
(a) Die offene Kugel B.,(z) ist tatséchlich offen im Sinne von Definition [1.2.2(a)

(b) Die abgeschlossene Kugel B<,(x) ist tatsdchlich abgeschlossen im Sinne von

Definition [T.2.2(b)|

Beuweis. [(a)] Sei y € B<,(x) beliebig, fest. Dann ist d(y,z) < r. Wir setzen & :=
r —d(y,z) > 0 und zeigen nun, dass B.(y) C B,(x) ist.
Sei dazu z € B..(y) beliebig, fest. Dann gilt d(z,y) < & und somit

d(z,7) < d(z,y) +d(y,x) <e+d(y,z) =,

also gilt in der Tat z € B, (z), womit die behauptete Inklusion bewiesen ist.

[(b)| Laut Definition miissen wir zeigen, dass M \ B<,(z) offen ist. Sei also
y € M\ B<,(z) beliebig, fest. Dann gilt d(y,x) > r. Wir setzen nun ¢ := d(y, z)—r >
0. Ahnlich wie in @ kann man dann mit Hilfe der Dreiecksungleichung zeigen, dass
B:(y) € M\ B<,(z) gilﬂ und somit ist M \ B<,(z) in der Tat offen. O

Definition 1.2.4 (Konvergenz in metrischen Raumen). Sei (M,d) ein metrischer
Raum und sei x € M. Eine Folge (z,,)nen heifit konvergent gegen «, falls folgendes
gilt:

Ve>0dng e N: VneN: (nZno = d(xn,x)<8)

Man schreibt auch lim,_,o, ;, = x oder x,, — x fiir n — oo um auszudriicken, dass
die Folge (x,)nen gegen x konvergiert.

Bemerkung 1.2.5 (Konvergenz in metrischen Rdumen). Sei (M, d) ein metrischer
Raum, sei x € M und sei (x,)nen eine Folge in M. Aus Definition folgt, dass
xp — x fir n — oo genau dann gilt, wenn d(x,,x) — 0 fiir n — oo gilt.

Die Schreibweise r = lim,,_ o x, in Definition wird durch die folgende
Proposition gerechtfertigt.

10Kénnen Sie die Details ausfiihren?

11

Vorlesung 3:
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1. METRIKEN UND NORMEN

Proposition 1.2.6 (Eindeutigkeit von Grenzwerten). Sei (M,d) ein metrischer
Raum und sei (xn)nen eine Folge ein M. Dann konvergiert (zp)nen gegen hichs-
tens ein Element von M.

Der Beweis ist derselbe wie in Analysis 1 (siehe zum Beispiel [4, Propositi-
on 3.1.3]). Der Vollstéandigkeit halber fithren wir ihn hier noch einmal an, um zu
zeigen, wie er mit der Notation fiir metrische Rdume aussieht. In der Vorlesung
besprechen wir ihn aber nicht.

Beweis von Proposition[1.2.6 Seien x,y € M derart, dass (2 )nen sowohl gegen z
als auch gegen y konvergiert. Wir miissen x = y zeigen und nehmen widerspruchs-
halber an, dass x # y gilt. Weger der positiven Definitheit von Metriken ist die
Zahl ¢ := d(z,y) dann strikt groRer als 0. Also gibt es wegen der Konvergenz der
Folge gegen z und gegen y Indizes ng,n; € N derart, dass d(z,,z) < § fiir alle
n € N mit n > ng und d(z,,y) < § fiir alle n € N mit n > ny gilt. Fiir den Index
n := max{ng, n1 } erhalten wir nun mit Hilfe der Dreiecksungleichung fiir Metriken

d(w,y) < d(@,@a) +d(@ay) < 5+ =& = d(@.y),

was ein Widerspruch ist. O

Proposition 1.2.7 (Abgeschlossenheit via konvergenter Folgen). Sei (M,d) ein me-
trischer Raum und sei A C M. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Menge A ist abgeschlossen.
(ii) Fir jede Folge (xn)nen in A, die gegen ein x € M konvergiert, gilt x € A.

Beweis. ‘ = ’ Sei A abgeschlossen und sei (x,,)nen eine Folge in A, die gegen
ein x € M konvergiert. Nehmen wir widerspruchsahlber an, dass = ¢ A ist.

Weil M \ A laut Definition offen ist, gibt es ein ¢ > 0 derart, dass
Bo.(z) € M\ A gilt. Wegen der Konvergenz von (zp,)nen existiert ein laut Definiti-
on und ng € N derart, dass d(x,, z) < € fir alle n € N mit n > ng gilt. Anders
ausgedriickt, gilt fiir alle diese n also x, € B<.(x) und somit =, € M \ A. Dies ist
ein Widerspruch, da die Folge in A liegt.

“ = ’ Wir argumentieren via Kontraposition, das heifit wir nehmen an,
dass |(1)| falsch ist und miissen zeigen, dass falsch ist.

Weil ((1)| falsch ist, ist M \ A nicht offen, das heift, es gibt ein z € M \ A deart,
dass die offene Kugel B..(z) fiir jedes ¢ > 0 die Menge A schneidet. Insbesondere
gibt es fiir jedes n € N also einen Punkt z, € AN B<%(x). Somit ist (z,)nen eine
Folge in A und weil fiir jedes n € N die Ungleichung d(z,,x) < % gilt, konvergiert
diese Folge gegen z. Da x & A ist, ist falsch. O

12



1.2. Konvergenz, Stetigkeit und topologische Konzepte

Proposition 1.2.8 (Konvergenz in K¢ beziiglich der p-Norm.). Sei K € {R,C},
deN undp e [1,00]. Sei (x™),en eine Folg in K¢ und sei x € K. Wir statten
K< mit der p-Norm und der hiervon induzierten Metrik aus. Dann sind dquivalent:

(i) Die Folge (™), en konvergiert gegen .
(ii) Fur jedes k € {1,...,d} konvergiert die Folge (:L‘,E:n))neN in K gegen x.

Beweis fiir p=1. Wir fiihren den Beweis fiir den Fall p = 1. Fiir andere Werte von
p lauft der Beweis sehr dhnlich.

{0)] =[G Gelte[)] und sei k € {1,...,d} beliebig, fest. Dann gilt

‘x,(cn) — xk‘ < Zd: ‘atgn) — .’Ej’ = Hx(") - a:Hl -0
=1

fiir n — oo, also konvergiert (x,gn))neN gegen .

(1) = |(1)" Gelte |(ii)} Fiir jedes k € {1,...,d} gilt dann x(n)—xk — 0 fir
(i) = ) k

n — o0o. Somit folgt

[ 2] = 3 e — ] 0
k=1

fiir n — oo, also konvergiert (™), cy gegen z. O

Beispiel 1.2.9 (co-Norm und gleichméfige Konvergenz). Sei M eine nichtleere Men-
ge und sei B(M;K) der Vektorraum der beschrankten Funktionen, die von M nach
K abbilden. Die Abbildung || - || B(M;K) — [0, 00), die durch

= H ’ Hsup :

[flloo := I/ lsup := sup | f(z)] :=sup{|f(z)| | =€ M}
zeM

gegeben ist, ist eine Normﬂ man nennt Sie die co-Norm oder die Supremums-
norm. Sie kennen Sie bereits aus Analysis 1.
Im normierten Raum B(M; K) mit der Norm || - [|,,, betrachten Sie eine Funktion
f € B(M;K) und eine Folge (fn)nen in B(M;K). Laut Bemerkung[1.2.5]gilt f, — f
fiir n — oo genau dann, wenn || f, — fllg,, — 0 fiir n — oo gilt, und das ist laut
Analysis 1-Vorlesung dquivalent dazu, dass (f,)nen gleichméfig gegen f konvergiert.
In anderen Worten: Konvergenz im normierten Raum B(M;K) (der mit der Su-

premumsnorm ausgestattet ist) ist dasselbe wie gleichméfige Konvergenz.

UEir Folgen in K¢ ist es manchmal besser, den Folgenindex hochgestellt statt tiefgestellt zu
schreiben, um ihn nicht mit dem Index zu verwechseln, der auf einzelne Eintrége von Vektoren aus
K¢ zugreift. Damit man den hochgestellten Index nicht mit einem Exponenten verwechselt, setzen
wir ihn zusédtzlich in runde Klammern.

12Das haben Sie in den Hausaufgaben in Aufgabe 1.2 bewiesen.
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Vorlesung 4:
(Mi, 23.04.)
beginnt ab Pro-

position [I.2:10]

1. METRIKEN UND NORMEN

Nach diesen Beispielen fiir Konvergenz in normierten Ré&umen kommen wir noch
einmal zuriick auf abgeschlossene und offene Mengen. Die folgenden Aussagen sind
oft sehr niitzlich.

Proposition 1.2.10 (Durschnitt und Vereinigung offener und abgeschlossener Men-
gen). Sei (M,d) ein metrischer Raum und sei I eine nichtleere Menge.

(a) Wenn Uy,Us C M offen sind, dann ist auch Uy N Uz offen.

(b) Wenn fir jedes i € I eine offene Menge U; C M gegeben ist, dann ist auch
Uicr Ui offen.

(c) Wenn A1, Ay C M abgeschlossen sind, dann ist auch A1 U Ay abgeschlossen.

(d) Wenn fir jedes i € I eine abgeschlossene Menge A; C M gegeben ist, dann ist
auch (", Ai abgeschlossen.

Bewets. @ und @ Diese Aussagen beweisen Sie in Aufgabe 2.2 auf Hausaufgaben-
blatt 2.

und @ Diese Aussagen folgen aus den ersten beiden durch Komplementbil-
dung. O

Dass der Durchschnitt beliebig vieler (also auch unendlicher vieler) abgeschlos-
sener Mengen wieder abgeschlossen ist, kann man fiir die folgende Definition nutzen.

Definition 1.2.11 (Abschluss einer Menge). Sei (M, d) eine metrischer Raum und
sei C' C M. Dann nennt man den Durschnitt aller abgeschlossenen Teilmengen von
M, die C enthalten, den Abschluss von C' und notiert ihn als 6. Es ist also

C:= ﬂ A.

MDADC,
A abgeschl.

Man beachte, dass C' wegen Proposition stets abgeschlossen ist. Au-
Rerdem impliziert die Definition des Abschlusses, dass C' die kleinste abgeschlossene
Teilmenge von M ist, die C enthélt — das heifst, jede abgeschlossene Teilmenge von
M, die C enthélt, enthélt auch 6

Proposition 1.2.12 (Eigenschaften des Abschlusses). Sei (M,d) eine metrischer
Raum und set C C M.

(a) Es gilt C C C.

(b) Es ist C' genau dann abgeschlossen, wenn C' = C' gilt.

13 Achtung: Den Querstrich zur Notation des Abschlusses einer Menge darf man nicht mit dem
Querstrich verwechseln, mit dem man das komplex Konjugierte einer komplexen Zahl notiert.
14K6nnen Sie im Detail begriinden, weshalb das so ist?
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1.2. Konvergenz, Stetigkeit und topologische Konzepte

(c) Ein Punktx € M liegt genau dann im Abschluss C, wenn es eine Folge (2,,)nen
in C gibt, die gegen x konvergiert.

Beweis. @ Das folgt sofort aus der Definition von C.

@ Wir zeigen beiden Implikationen:

“=" Sei C' abgeschlossen. Aus @ wissen wir, dass C C C gilt. Weil C selbst
abgeschlossen ist, ist C' eine der Mengen, die wir schneiden, um C zu erhalten. Also
folgt auch C' C C.

“&“ Sei C' = C. Da C abgeschlossen ist, ist dann auch C' abgeschlossen.

Der Beweis ist dhnlich wie der Beweis von Proposition weshalb wir auf
die Details verzichten. O

Auf dem ersten Présenzblatt und dem zweiten Hausaufgabenblatt werden Sie
einige Beispiele fiir den Abschluss von Mengen besprechen.

Definition 1.2.13 (Stetigkeit zwischen metrischen R&dumen). Seien (M, d) und
(N, d) zwei metrische Réumd™| und sei f : M — N.

(a) Sei xzgp € M. Die Funktion f heifst stetig in zo, falls gilt:
Ve>030>0Ve e M: (d(z,z0)<d = d(f(z),f(z0)) <e)

(b) Die Funktion f heiftt stetig, falls sie in jedem Punkt in M stetig ist.

Das folgende Resultat kennen Sie fiir Funktionen, die von Teilmengen von C nach
C abbilden, bereits aus der Analysis 1. Nun verallgemeinern wir es auf Funktionen
zwischen metrischen Rdumen.

Theorem 1.2.14 (Stetigkeit vs. Folgenstetigkeit). Seien (M, d) und (N,d) zwei me-
trische Rdume. Sei f: M — N und sei xg € M. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Funktion f ist stetig in xg.

(ii) Fir jede Folge (xy)nen, die gegen xo konvergiert, konvergiert die Folgt (f(a;n))n
gegen f(xo).

eN

Beweis. Der Beweis ist genau derselbe wie in der Analysis 1 (siehe zum Beispiel [4]
Theorem 3.3.1]); man muss nur die Absténde in C durch die Metriken auf M und N
ersetzen. n

Beispiele 1.2.15 (Die Metrik ist stetig in den einzelnen Komponenten). Sei (M, d)
eine metrischer Raum und sei y € M. Sei [0, 00) mit der Euklidischen Metrik ausge-
stattet. Dann ist die Abbildung

d(-,y) : M — [0,0),
x — d(z,y)

stetig.

15Hier erlauben wir uns eine notationelle Ungenauigkeit: Eigentlich miissten wir die beiden Me-
triken mit verschiedenen Symbolen bezeichnen.
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1. METRIKEN UND NORMEN

Beweis. Sei x € M und sei (zp,)nen eine Folge in M, die gegen = konviergert. Laut
Aufgabe 2.1 auf Hausaufgabenblatt 2 gilt dann d(z,,y) — d(z,y) fir n — oo.
Aufgrund von Theorem |1.2.14]ist die Abbildung d(-,y) somit in der Tat stetig. [

Theorem 1.2.16 (Stetigkeit via offener Urbilder). Seien (M,d) und (N,d) zwei
metrische Riume. Sei f : M — N. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Funktion f ist stetig.
(ii) Fir jede offene Menge V- C N ist das Urbild
fAV)={zeM]| flz)eV}C M
ebenfalls offen.

Beweis. ‘ = ’ Sei f stetig und sei V' C N offen. Sei € f~1(V). Dann ist
f(x) € V. Da V offen ist, gibt es £ > 0 derart, dass B..(f(z)) C V gilt.

Wegen der Stetigkeit von f finden wir ein § > 0 derart, dass fiir jedes z € B.s(z)
die Eigenschaft f( ) € Beo(f(x)) € V und somit z € f~Y(V) gilt. Folglich ist

B s(x . Dies zeigt, dass f~1(V) tatsiichlich offen ist.

“m é [.] Gelte (D)} Sei z € M und ¢ > 0. Die Kugel B<5(f(x)) 1st laut
Belsplel offen also ist laut Bedingung |(ii)| auch ihr Urbild f~ (B< )
offen.

Somit gibt es ein § > 0 mit der Eigenschaft B.s(z) C f~(B<o(f(x))). Fiir
jedes z € M mit d(z,z) < ¢ gilt wegen z € Bs(x) also f(z) € B.(x), das heifst

d(f(2), f(z)) <e.
Das zeigt, dass f stetig in x ist. Da x € M beliebig war, ist f stetig. O
1.3 Vollstandigkeit und Kompaktheit

Definition 1.3.1 (Cauchy-Folgen und Vollstandigkeit). Sei (M,d) ein metrischer
Raum.

(a) Ein Folge (zy,)nen in M nennt man eine Cauchy-Folge, falls folgendes gilt:

Ve>03ng e NVneN: (n>ny = d(zg,an,) <e)

(b) Der metrische Raum (M, d) heift vollstdndig, falls jede Cauchy-Folge in M
konvergiert.

Ahnlich wie in der Analysis 1 (siehe [4, Proposition 3.5.2]) kann man zeigen, dass
eine Folge (2, )nen in einem metrischen Raum (M, d) genau dann eine Cauchy-Folge
ist, wenn die folgende Bedingung gilt:

Ve >0dng e NVm,ne N: (m,nZno = d(xn,mm)<€)
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Vorlesung 5:
(Fr, 25.04.)
beginnt mit
dem Beweis von

Beispiel

1.3. Vollstandigkeit und Kompaktheit

Beispiel 1.3.2 (K¢ ist vollstéindig). Sei K € {R,C}, d € N und p € [1, 00]. Dei K%
mit der p-Norm || - ||, ausgestattet. Dann ist K? vollsténdig.

Beweis. Sei jetzt (ac(”))neN eine Cauchy-Folge in K. Mit einem &hnlichen Argument
wie in Proposition kann man dann sehen, dass fiir jedes k € {1,...,d} die
Komponentenfolge (xkn JneN ebenfalls Cauchy ist.

Da in K laut Analysis 1-Vorlesung jede Cauchy-Folge konvergiert (siehe [4, Theo-
rem 3.5.3 , ist (m,&"))neN somit fiir jedes k € {1,...,d} konvergent. Laut Proposi-
tion @ konvergiert also die Folge (z(™),cy in K%, O

Beispiel 1.3.3 (Q ist nicht vollstindig). Wir betrachten auf der Menge Q der ra-
tionalen Zahlen die Euklidische Metrik d, das heifit wir setzen d(z,y) := |y — z| fur
alle z,y € Q. Dann ist (Q,d) nicht vollstandig.

Beweis. Es gibt eine Folge (¢, )nen in Q, die gegen v/2 konvergiert; siche Analysis 1,
Hausaufgabenblatt 7, Aufgabe 5(c). Weil (g, )nen gegen eine reelle Zahl konvergiert,
kann man leicht nachpriifen, dass es sich um eine Cauchy-Folge handelt. Da der
Grenzwert /2 aber nicht in Q liegt, ist die Folgen (g,)nen im metrischen Raum Q
nicht konvergentm O

Beispiel 1.3.4 (1-Norm und oco-Norm auf dem Raum der stetigen Funktionen).
Sei K € {R,C} und sei C(]0,1]; K) die Menge der der stetigen Funktionen von [0, 1]
nach K. Die Menge ist zusammen mit der punktweisen Addition und der punktweisen
skalaren Multiplikation ein Vektorraum iiber K.

(a) Die Abbildung
-1l : €([0,1; K) — [0, 00),

1
£ 7 ::/O ()] da.

ist laut Aufgabe 1.3(a) auf Hausaufgabenblatt 1 eine Norm Beziiglich dieser
Norm (genauer: beziiglich der von dieser Norm induzierten Metrik) ist der
Raum C([0, 1]; K) nicht vollstandig.

(b) Die Abbildung
I loo = C([0,1]; K) — [0, 00),
ol = 1 llsup := sup{lf(@)[ | @ € [0,1]}

ist laut Aufgaben 1.2 und 1.3(b) auf Hausaufgabenblatt 1 eine Norm. Beziiglich
dieser Norm (genauer: beziiglich der von dieser Norm induzierten Metrik) ist
der Raum C([0, 1]; K) vollstandig.

16T dieser Referenz steht das behauptete Resultat genau genommen nur fiir K = C; weshalb
gilt es auch fiir K = R?

"Hier haben wir iibrigens die Eindeutigkeit von Grenzwerten in R verwendet. Kénnen Sie die
Details ausfiihren?
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1. METRIKEN UND NORMEN

Beweis. Die Beweise dieser beiden Aussagen besprechen wir in den Ubungen. O

In R und in C besitzt laut des Satzes von Bolzano—Weierstrafl jede beschriankte
Folge eine konvergente Teilfolge; siche [4, Theorem 3.2.4 und Korollar 3.2.5]. Wir
wollen uns nun in allgemeinen metrischen Rdumen mit der Fragen beschéaftigen, wann
Folgen konvergente Teilfolgen besitzen. Dazu ist das folgende Konzept hilfreich.

Definition 1.3.5 (Totale Beschrénktheit). Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine
Menge K C M heiftt total beschrinkt, wenn sie leer ist oder wenn fiir jedes € > 0
eine Zahl m € N und Punkte z1,...,x,, € M existieren derart, dass

m
K C U B<s(xk)
k=1

gilt 5]

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung konnen Sie sich leicht iiberlegen, dass jede total
beschrankte Menge beschrénkt ist. Die umgekehrte Implikation gilt im Allgemeinen
jedoch nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 1.3.6 (Beschrénktheit vs. totale Beschrianktheit). Betrachten wir den Vek-
torraum B(R;R) aller beschrankten Funktionen von R nach R. Wir statten ihn mit
der Norm || - ||, aus, die durch

[flloe = sup{lf(z)| | © € R}

fiir alle f € B(R,R) gegeben ist. Laut Aufgabe 1.2 auf Hausaufgabenblatt 1 handelt
es sich hierbei tatséchlich um eine Norm. Wir {iblich betrachten wir im folgenden die
von der Norm induzierte Metrik.

Fiir jedes y € R bezeichne 17,3 : R — R die Funktion, die an der Stelle y den
Wert 1 annimmt und sonst tiberall den Wert 0.@ Fiir jedes y € R ist die Funktion
14,y beschriinkt, also ein Element von B(R, R).

Wir betrachten nun die Menge C' := {1, | y € R} C B(R,R). Diese Menge ist
beschrankt, aber nicht total beschrankt.

Beweis. Die Menge C' ist beschrinkt: Fir jedes y € R gilt H]l{y}Hoo = 1, das heifit
alle Elemente von C haben von 0 den Abstand 1 und somit gilt C' C B<;(0).
Die Menge C' ist nicht total beschrinkte: Wir wihlen ¢ := %. Fiir zwei verschie-

dene Punkte y1,y2 € R gilt ||1,, — 1,/ =1, das heikt zwei verschiedene Elemente
der Menge C' haben immer den Abstand 1. Eine Kugel in B(R;R) mit Radius 1

4
kann somit hochstens ein Element von C enthalten. Da C' unendlich viele Elemente
enthalt, konnen endlich viele Kugeln mit Radius i nicht ganz C iberdecken. O

8In anderen Worten: Wenn sich K fiir jeden noch so kleinen Radius € > 0 durch endlich viele
Kugeln mit Radius ¢ iiberdecken l&sst.

Wiirde sich {ibrigens etwas &ndern, wenn man anstelle der offenen Kugeln B (xx) in dieser
Definition die abgeschlossenen Kugeln B<.(z) verwenden wiirde?

20Man nennt 1,y auch die Indikatorfunktion der Menge {y} oder die charakteristische
Funktion der Menge {y}.
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1.3. Vollstandigkeit und Kompaktheit

Theorem 1.3.7 (Wann besitzt jede Folge eine konvergente Teilfolge?). Sei (M, d)
ein metrischer Raum und K C M. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K.

(ii) Die Menge K ist total beschrinkt und der metrische Raum (K,d) ist vollstin-
dig.

(iii) Fir jede Menge I # () und jede Familie von offenen Teilmengen (U;)icr in M
gilt: Falls | J;c; Ui 2 K gilt, dann existiert eine endliche Teilmenge F' C I mit
der Eigenschaft | J;cp U; 2 KB

Aus Zeitgriinden verzichten wir in der Vorlesung auf den Beweis von Theo-
rem[1.3.7] Falls Sie sich fiir den Beweis interessieren, konnen Sie ihn in Addendum [I.6]
nachlesen.

Definition 1.3.8 (Kompakte Mengen). Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Teil-
menge K von M heift kompakt, falls sie eine (und somit alle) der dquivalenten

Bedingungen |(i)H(iii){ in Theorem erfillt.

Proposition 1.3.9 (Kompakte Mengen sind abgeschlossen). Sei (M, d) ein metri-
scher Raum und sei K C M kompakt. Dann ist K abgeschlossen.

Beweis. Sie (zp,)nen eine Folge in K, die gegen einen Punkt x € M konvergiert. Laut
Proposition [I.2.7] geniigt es zu zeigen, dass z € K gilt. Da K kompakt ist, besitzt
(n)nen eine Teilfolge (xy, )ren, die gegen einen Punkt y € K konvergiert.

Mit Hilfe der Definition von Konvergenz kann man leicht sehen, dass jeder Teil-
folge einer konvergenten Folge gegen denselben Grenzwert konvergiert@ konvergiert
(@, )ken auch gegen z. Da Grenzwerte von Folgen in metrischen Rdumen eindeutig
sind (Propostion , folgt x = y und somit z € K, wie gewiinscht. O

Theorem 1.3.10 (Kompakte Teilmengen auf K%). Sei K € {R,C} und d € N. Sei
p € [1,00] und sei K% mit der p-Norm ||- |, augestattet. Fiir jede Menge K C K4
sind dquivalent:

(i) Die Menge K ist kompakt.
(ii) Die Menge K ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. ‘|(i)] = [ Sei K kompakt. Dann ist K laut Proposition abgeschlos-

sen. Da K wegen seiner Kompaktheit total beschrankt ist, ist K insbesondere be-
schrankt.

?IDjese Eigenschaft fasst man oft kurz zusammen, indem man sagt: Jede offene Uberdeckung
von K besitzt eine endliche Teiliiberdeckung. Manchmal wird diese Eigenschaft als Heine—Borel-
Eigenschaft bezeichnet.

22In Analysiys 1 haben wir das fiir Folgen in C in Proposition 3.2.3 gezeigt. In allgemeinen
metrischen Radumen verlauft der Beweis genauso.
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Vorlesung 6:
(Mi, 30.04.)
beginnt mit
dem Beweis von

Beispiel [1.3:17]

1. METRIKEN UND NORMEN

“ = ’ Sei K beschrankt und abgeschlossen. Um zu beweisen, dass K
kompakt ist, zeigen wir, dass K die Eigenschaft aus Theorem erfiillt. Sei
also (2(™), e eine Folge in K.

Weil K beschrinkt ist, gibt es ein ¢ € [0,00) mit der Eigenschaft Hx(")Hp <c

fiir alle n € N. Insbesondere ist die Folge (z(™1), ey in K, die aus den ersten Kom-
ponenten der Vektoren (™ besteht, beschriinkt, und besitzt somit laut des Satzes
von Bolzano-Weierstraf [4, Theorem 3.2.4 und Korollar 3.2.5] eine konvergente Teil-

folge (a:gn’“)) ken. Nun wenden wir dasselbe Argumente auf die Folge (a:gn’“)) ken in K

an und erhalten somit eine Teilfolge (x;nk‘))geN. Man beachte, dass natiirlich auch

( (nkg)

xy " )een konvergiert. Indem wir so weiterverfahren und alle Komponenten durch-
gehen, erhalten wir insgesamt eine Teilfolge von (ac("))neN, die komponentenweise
konvergiert. Laut Proposition [1.2.8] ist diese Teilfolge beziiglich der p-Norm konver-
gent und wegen der Abgeschlossenheit von K liegt der Grenzwert der Teilfolge in K.
Also ist tatséachlich Eigenschaft [(i)] aus Theorem erfillt. O

Ein Grund, weshalb Kompaktheit ein sehr niitzliches Konzept ist, ist Korol-
lar [.3:12] der folgenden Proposition.

Proposition 1.3.11 (Stetige Bilder kompakter Mengen). Seien (M,d) und (N,d)
metrische Raume und seiv f : M — N stetig. Wenn K C M kompakt ist, dann ist
auch das Bild

J(K) = {f(x)| x€ K} CN
kompakt.

Beweis. Sei (yn)nen eine Folge in f(K). Fiir jeden Index n € N finden wir einen
Punkt z, € K mit der Eigenschaft y, = f(z,). Die Folge (z,,)nen liegt in K und
besitzt, da K laut Voraussetzung kompakt ist, somit eine Teilfolge (2, )ren, die
gegen einen Punkt 2 € K konvergiert. Da f stetig ist, gilt laut Theorem [T.2.14]

Y = flang) "5 f(2) € f(K),

also besitzt die Folge (yn)nen eine Teilfolge, die gegen einen Punkt in f(K') konver-
giert. O

Korollar 1.3.12 (Extrema reellwertiger Funktionen). Sei (M, d) ein nichtleerer me-
trischer Raum und sei M selbst kompakt. Sei f: M — R stetig.

(a) Die Funktion f besitzt eine globale Mazximalstelle, das heifit, es gibt ein Tpax €
M mit der Eigenschaft f(x) < f(Zmax) fir alle x € M.

(b) Die Funktion f besitzt eine globale Minimalstelle, das heifst, es gibt ein Tmyin €
M mit der Eigenschaft f(zmin) < f(x) fir alle x € M.
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Beuweis. [(a)] Das Bild f(M) ist nichtleer, da M laut Voraussetzung nichtleer ist. Laut
Proposition [1.3.11]ist das Bild f(M) kompakt. Somit ist f(M) total beschréinkt, also
insbesondere beschrankt. Aufserdem ist f(M) laut Proposition abgeschlossen,
also besitzt sup f(M) laut der Analysis 1-Vorlesung im vergangenen Semester ein
Maximum [4, Proposition 3.4.4(a)].

[(b)] Diese Aussage erhilt man, indem man [(a)]auf — f anwendet (oder indem man
den Beweis von @Wiederholt, aber dieses Mal benutzt, dass nichtleere, beschrinkte,
abgeschlossene Teilmengen von R ein Minimum besitzen). ]

Einen Spezialfall von Korollar [I.3.12] kennen Sie bereits aus der Analysis 1: In
[4, Theorem 3.3.5] haben wir folgendes bewiesen: Wenn K C C beschrinkt und
abgeschlossen isﬁ und f: K — R stetig ist, dann besitzt f eine globale Maximal-
stelle. Machen Sie sich unbedingt klar, weshalb dieses Resultat ein Spezialfall von

Korollar [L3.17] ist!

Eine weitere sehr niitzliche Anwendung von Kompaktheit besteht darin zu zeigen,
dass alle Normen auf K zum selben Konvergenzbegriff fiihren:

Theorem 1.3.13 (Konvergenz beziiglich beliebiger Normen auf K¢). Sei K € {R, C},
seid € N und sei || - || : K — [0, 00) eine Norm. Sei (x(™),en eine Folge in K und
sei x € K%, Wir sind dquivalent:

(i) Die Folge (z\™),en konvergiert gegen x
(ii) Fir jedes k € {1,...,d} konvergiert die Folge ($;(€n))neN in K gegen xy.

Der Beweis des Theorems beruht ganz wesentlich auf einem Kompaktheitsargu-
ment. Er ist nicht schwierig und auch nicht besonders technisch, aber etwas langlich.
Deshalb lagern wir ihn aus Zeitgriinden in Addendum aus. Wenn Sie mochten
kénnen Sie ihn dort nachlesen.

1.4 Der Banachsche Fixpunktsatz

Definition 1.4.1 (Lipschitz-Stetigkeit). Seien (M, d) und (N, d) metrische Radume
und sei f: M — N. Die Funktion f heiftt Lipschitz-stetig, falls es eine Zahl L > 0
gibt derart, dass

d(f (@), f(y)) < Ld(z,y)

fiir alle x,y € M gilt. In diesem Fall nennt man L eine Lipschitzkonstante von f.

23Wobei C in der Analysis 1, aus Sicht der Analysis 2 ausgedriickt, mit der Euklidischen Metrik
ausgestattet ist.
24Beziiglich der von || - || induzierten Metrik.
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1. METRIKEN UND NORMEN

Falls die metrischen Rdumen (M, d) und (N, d) iibereinstimmen und f Lipschitz-
stetig ist mit einer Lipschitzkonstanten L > 0, dann ist fiir jedes n € N auch die
n-fache Iterierte

fri=fo-of
Lipschitz-stetig und L™ ist eine Lipschitzkonstante fiir f"@
Beispiele 1.4.2 (Einige Beispiele fiir (nicht-)Lipschitz-Stetigkeit).
(a) Sei R? mit der 1-Norm ausgestattet. Die Abbildung

f:R? - R?
<361> N <901 +362>
T 211

(b) Sei R mit der Eulidischen Metrik ausgestattet. Die Abbildung

ist Lipschitz-stetig.

fR—=R,

T = 22

ist nicht Lipschitz-stetig.

Beweis. Fiir alle z,y € R? gilt

(1 + 22) = (11 + y2)

1
= (1 —y1) + (z2 — y2)| + 2|21 — 11
<3|z —yi| + w2 — y2| <3|z =yl -

Also ist f Lipschitz-stetig und die Zahl 3 ist eine Lipschitzkonstante von f.

(b)| Nehmen wir widerspruchshalber an f wire Lipschitz-stetig mit einer Lip-
schitzkonstanten L € [0,00). Betrachte dann eine Zahl n € N und setzen z := n
sowie y := n + 1. Aus der Definition von Lipschitz-Stetigkeit folgt dann

L=Lly—z|>|f(y) - f(x)| = |(n+1)* = n®| =2n + 1.
Dies wiirde fiir jedes n € N gelten, was L < oo Widersprichtﬁ O

Im néchsten Theorem verwenden wir den folgenden Begriff: Sei M eine Menge
und f : M — M. Einen Punkt z* € M nennt man einen Fixpunkt von f, falls

flx*) = x* gilt.

2Wir werden aber im nichsten Kapitel sehen, dass es f™ in manchen Fillen eine viel bessere
(das heifit kleinere) Lipschitzkonstante als L™ haben kann.
26Genauer gesagt widerspricht dies dem Archimedischen Axiom der reellen Zahlen.
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1.4. Der Banachsche Fixpunktsatz

Theorem 1.4.3 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (M,d) ein nichtleerer, vollstin-
diger metrischer Raum und sei f : M — M Lipschitz-stetig. Fiir jedes n € N sei
L, € [0,00) eine Lipschitzkonstante von f™ := fo---o f und es gelte Y g, Ly < c0.

(a) Die Funktion f besitzt genau einen Fizpunkt, das heifst, es gibt genau ein x* €
M mit der Eigenschaft f(z*) = x*.

(b) Fir jedes x € M gilt f™(x) — «* fir n — oo.

Beweis. Zunéchst zeigen wir folgende Aussage (x): Fiir jedes z € M ist die Folge
( fm (x))n cny konvergent und ihr Grenzwert ist ein Fixpunkt von f.

Um die Konvergenz zu zeigen miissen wir wegen der Vollstandigkeit von (M, d)
nur beweisen, dass (f”(a:))neN eine Cauchy-Folge ist. Sei also x € M und € > 0.
Wihle € > 0 so klein, dass €d(z, f(z)) < e gilt. Wegen Y 2, L, < oo gibt es ein
no € N mit der Eigenschaft Zzo:no L, < ém Fiir alle n € N mit n > ng gilt somit

n—1
d(f"(x), f(x)) < Y d(f (@), fH(2))

k=ng

Also ist ( fm ($))n ¢y Wie behauptet eine Cauchy-Folge und somit konvergent.
Sei nun y := lim,,_,o f™(x). Weil f Lipschitz-stetig ist, ist f insbesondere stetig,
also gilt

@) = f(f* (@) = fy)

fiir n — oco. Zugleich ist aber (f”“(m))neN eine Teilfolge von (f”(x))neN,
zugleich f"*1(z) — y fiir n — oo. Da Grenzwerte von Folgen in metrischen Réumen
eindeutig sind, folgt f(y) = y, das heifst, y ist tatséchlich ein Fixpunkt von f.

Nun kénnen wir die beiden Aussagen und @ zeigen:

Existenz: Da M laut Voraussetzung nichtleer ist, gibt es ein x € M. Somit
folgt aus (x), dass f einen Fixpunkt besitzt.

Findeutigkeit: Seien x*, % € M Fixpunkte von f, das heift es sei f(z*) = z* und
f(&) =&. Wegen > > L, < oo gibt es ein n € N mit L, < 1. Es folgt

also gilt

d(a*,#) = d (f"(2"), /() < Lad(a", ).

Wegen L,, < 1 kann dies nur stimmen, wenn d(z*, ) = 0 ist. Also folgt z* = Z.

[(b)] Das folgt aus (*) zusammen mit der soeben bewiesenen Eindeutigkeit des
Fixpunktes von f. O

2TKénnen Sie dieses Argument im Detail ausfithren?
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1. METRIKEN UND NORMEN

1.5 Addendum: Der Begriff des Vektorraums

Den folgenden Begriff werden Sie in der Vorlesung Lineare Algebra 1 lernen und im
Detail untersuchen. Da wir ihn in der Analysis 2 ebenfalls bendtigen, konnen Sie die
genaue Definition auch hier nachlesen:

Definition 1.5.1 (Vektorraum). Sei K ein Kérper. Eine Menge V' zusammen mit
zwei Abbildungen 4+ :V xV — V und - : K x V' — V nennt man einen Vekotrraum
tber K, wenn sie die folgenden Axiome erfiillen:

(I) Eigenschaften der Addition: Es ist V zusammen mit + eine kommutative Grup-
pe (deren neutrales Element wir mit 0 bezeichnen).

(IT) Assoziativgesetz fiir die skalare Multiplikation: Fiir alle A, p € Kund allev € V
gilt das Assoziativgesetz

A (- v) = (Anv.
(ITI) Distributivgesetze: Fir alle A, u € V und alle v,w € V gil@

A+p)-v=Av+p-v und A (v4w)=A-v+ X w.

(IV) Nicht-Trivialitit der skalaren Multiplikation: Fiir alle v € V gilt 1 - v = v.

Je nach dem, in welche Quelle sie die Definition eines Vektorraums nachlesen,
unterscheidet sich die Anzahl der Axiome, weil man sie auf unterschiedliche Weise
zusammenfassen kann. Zum Beispiel fasst das Axiom genau genommen vier Axio-
me zusammenlﬂ und man kénnte das Axiom in zwei aufteilen, weil es ja genau
genommen zwei Eigenschaften enthélt. Damit kommt man also insgesamt auf acht
Axiome fiir die Definition eines Vektorraums.

Die folgende Schreibweise ist sehr praktisch und wird fast duchgehend verwendet,
wenn man mit Vektorrdumen arbeitet.

Konvention 1.5.2 (Weglassen des Malpunktes). Sei V' ein Vektorraum iiber einem
Korper KPY Fiir A € K und v € V verwendet man die Kurzschreibweise

AV = )\,

ghnlich wie fiir reelle oder komplexen Zahlen.

28Wir verwenden auch in Vektorrdumen die iibliche Punkt-vor-Strich-Schreibweise, die Sie bereits
von den reellen und komplexen Zahlen und allgemeiner von Kérpern kennen.

29Welche?

3%ielleicht féllt Thnen auf, dass das ein wenig ungenau ist: Eigentlich miisste man auch die
Abbildungen + und - erwihnen, das heifft, mam miisste so etwas schreiben wie: “Sei (V, 4+, ) ein
Vektorraum iiber einem Korper K.” Man ist aber haufig bequem und denkt sich die beiden Abbil-
dungen einfach dazu, falls es auf ihre genaue Wahl nicht ankommt.
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1.6. Addendum: Details zu Kompaktheit und totaler Beschréanktheit

1.6 Addendum: Details zu Kompaktheit und totaler
Beschranktheit

In diesem Abschnitt geben wir einen Beweis von Theorem und einige weitere
verwandte Resultate.

Zunéchst beobachten wir, dass man in der Definition von totaler Beschranktheit
die Mittelpunkte der iiberdeckenden Kugeln auch aus der iiberdeckten Menge selbst
wahlen kann:

Proposition 1.6.1 (Mittelpunkte in der Definition totaler Beschranktheit). Sei
(M,d) ein metrischer Raum und sei ) # K C M. Folgende Aussagen sind dqui-
valent:

(i) Die Menge K ist total beschrinkt, das heifst fir jedes € > 0 gibt es eine Zahl
m € N und Punkte x1,...,xym € M existieren derart, dass

m
K C U B<5($k)
k=1

giltP1]

(ii) Sei (M,d) ein metrischer Raum. FEine Menge K C M heif$t total beschrdnkt,
wenn fiir jedes € > 0 eine Zahl m € N und Punkte x1,...,xm € K ezistierer)
derart, dass

K C U B<a(37k)
k=1

gilt.
Beweis. Das folgt leicht aus der Dreieckungleichung. O

Lemma 1.6.2 (Unendlich viele Folgenglieder in einer Kugel). Sei (M, d) ein metri-
scher Raum und sei (xyp)nen eine Folge in M und sei die Menge X := {x, | n € N}
der Folgenglieder total beschrankt. Fir alle Radien € > 0 ¢ibt es ein n; € N derart,
dass B<c(xy,) unendlich viele Folgengliedeﬁ von (Tp)nen enthdalt.

Beweis. Seien € > 0. Da X total beschrankt ist, gibt es laut Proposition [I.6.1] ein
m € Nund Indizes z,,,, ..., =y, derart, dass die Kugeln B.(zp,), ..., B<:(xy,,) die
Menge X iiberdecken. Mindestens eine der Kugeln — sagen wir B..(x,,) (ansonsten
andern wir die Nummerierung) — enthélt also unendlich viele Glieder der Folge. [

3'Hier haben wir einfach noch einmal Definition @ wiederholt.

32Der einzige Unterschied dieser Aussage zur Definition von totaler Beschranktheit ist, dass die
Mittelpunkte x1, ...,z nun in der Menge K liegen miissen statt irgendwo in M.

33Wenn wir hier “unendlich viele Folgenglieder” sagen, dann unterschieden wir alle Glieder mit
verschiedenen Indizes voneinander, selbst wenn sie denselben Wert haben. In diesem Sinnat hat
also sogar eine konstante Folge unendlich viele Folgenglieder (die aber alle gleich sind).
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Theorem 1.6.3 (Totale Beschranktheit via Cauchy-Folgen). Sei (M,d) ein metri-
scher Raum und sei K C M. Dann sind dquivalent:

(i) Die Menge K ist total beschrankt.
(ii) Jede Folge in K besitzt eine Teilfolge, die eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. Falls K leer ist, ist nichts zu zeigen also nehmen wir fiir den Rest des
Beweises an, dass K # () ist.

“ = ’ Wir argumentieren per Kontraposition: Sei K nicht total beschrankt.
Dann gibt es ein € > 0 derart, dass K sich nicht durch endlich viele offene Kugeln
mit Radius € iiberdecken ldsst. Deshalb kann man iterativ eine Folge (zp)nen in
K konstruieren derart, dass alle Folgenglieder mindestens Abstand e voneinander
haben. Also ist (zy)nen keine Cauchy-Folge.

q0)]=[G)] Gelte[(ii)] und sei (z)nen eine Folge in K. Wir konstruieren rekursive
Indizes n; < ng2 < ng < ... mit den folgenden Eigenschaften fiir jedes £ € N:
Die Kugel B_ 2 (2n, ) enthélt unendlich viele Folgenglieder von (zy)nen und es gilt

d(l‘nk ’ xnk+1) < 21k :
1

Um n; zu finden, wenden wir Lemma fir € := 5 an: Wegen der totalen
Beschrénktheit von K ist die Menge der Folgenglieder von {z, | n € N} ebenfalls
total beschréankt, also finden wir laut Lemma ein ny € N derart, dass unendlich viele
Folgenglieder in B_ 1 (2, ) liegen.

Seien nun fiir ein & € N die Indizes n; < ...n; bereits gewéhlt. Da B_ 5 (n,)

unendlich viele Glieder der Folge (x,,)nen enthélt, gibt es eine Teilfolge von (azn)neN,
die erst hinter dem Index mj beginnt und deren Glieder komplett in der Kugel
B_ & (2p,) liegen. Indem wir Lemma auf diese Teilfolge und auf den Radi-

us € 1= 21@1+1 anwenden, finden wir ein ngy1 € N deart, dass xp,,, € B_ . (2p,) und
somit d(zyp,,, Tn,,,) < Qk gilt und derart, dass B__1 _(xp,_,) unendlich Vlele Glieder
+

der Teilfolge — also insbesondere unendlich viele Glieder der Folge (x;,)nen selbst —
enthalt.

Somit haben wir die Indizes n; < ne < ng < ... mit den gewiinschten Ei-
genschaften gefunden. Es ist (2, )xen eine Teilfolge von (z,)nen und zugleich eine
Cauchy-Folge: Fiir alle kg, k € N mit k& > kg gilt ndmlich

k—1 k—1 1 [e'e) 1
A(@ngs Tnyy) < Z d(@n, 15 Tn;) < 25 = Z 2 To
Jj=ko j=ko j=ko

Wenn also € > 0 gegeben ist, brauchen wir nur ky € N so grof zu wéahlen, dass 2%0 <e
gilt um die Eigenschaft aus der Definition einer Cauchy-Folge zu erhalten. OJ

Nun kénnen wir Theorem [I.3.7) aus der Vorlesung beweisen.

34Warum?
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Beweis von Theorem [L37. “[i)] = [)] Gelte Man sieht leicht (wie schon in
der Analysis 1), dass jede konvergente Folge Cauchy ist, also ist Bedingung aus
Theorem erfiillt und somit ist K laut dieses Theorems total beschrinkt.

Dass K vollstandig ist, sieht man folgendermafen: Jede Cauchy-Folge in K be-
sitzt wegen |(i)| eine Teilfolge, die gegen ein x € K konvergiert. Man zeigt leicht, dass
jede Cauchy-Folge mit einer konvergenten Teilfolge selbst gegen denselben Grenzwert
konvergiert; also ist (K, d) vollstandig.

‘ = ’ Gelte , das heifst, sei K total beschrankt und vollstdndig. Sei
(Zn)nen eine Folge in K. Wegen der totalen Beschrénktheit von K besitzt (z,)nen
laut Theorem [1.6.3] eine Teilfolge, die Cauchy ist. Wegen der Vollstandigkeit von K
ist diese Teilfolge sogar konvergent gegen einen Punkt in K.

{GiD)] =[G Gelte Wir zeigen zuerst, dass K total beschrankt ist. Sei dazu
e > 0. Es gilt K C |J,cx B<c(z). Wegen Eigenschaft geniigen endlich viele
dieser offenen Kugeln um K zu iiberdecken, also ist K total beschrankt.

Nun zeigen wir noch, dass K vollstandig ist. Sei (x,)nen eine Cauchy-Folge in
K. Fir die Zahlenﬁ rn := sup{d(zg,z,) | k > n} € [0,00) gilt dann r,, — 0 fiir
n — oo. Fiir jedes n € N entéhlt die abgeschlossene Kugel B<,,, (z,,) den kompletten
Folgenschwanz (xj)k>rn. Der Durchschnitt von endlich vielen dieser Kugeln enthélt
somit stets Punkte aus K, also kénnen endlich viele der Komplemten M \ B<,, (z)
nicht K iiberdecken. Da diese Komplemente offen sind, folgt aus Eigenschaft
dass auch J,, .y M \ B<r, (21) = M\, B<r,, (25) nicht K iiberdeckt, also entéhlt
der Durchschnitt (), oy B<r, (z5) einen Punkt z € K. Wegen

n—oo

d(zp,2) <r, = 0

konvergiert die Folge (z,)nen gegen .

)] =[G Gelte sei I # () eine Menge und fiir jedes i € I sei U; C M
offen. Wir nehmen an, dass endlich viele der Mengen U; nicht ausreichen um K zu
iiberdecken und miissen zeigen, dass | J;c; U; 2 K gilt.

Da K total beschrankt ist, konnen wir K durch endlich viele offene Kugeln mit
Radius 1 tiberdecken und laut Proposition [I.6.1 konnen wir die Radien dieser Kugeln
sogar aus K wahlen. Fiir mindestens eine dieser endlich vielen Kugeln — nennen wir
sie B<1(z1) mit 1 € K — kann der Durchschnitt B<j(z1) N K nicht durch endlich
viele der Mengen U; iiberdeckt werden.

Die Menge B.1(z1) N K als Teilmenge von K ebenfalls total beschréinkt.lﬂ Also
kann B<j(z1) N K durch endlich viele Kugeln mit Radius % iiberdeckt werden, wobei
die Mittelpunkte laut Proposition aus B.i(z1) N K gewdhlt werden konnen.
Fiir mindestens eine dieser Kugeln — nennen wir sie B_ 1 (x2) mit 29 € Bej(z1) NK
kann B <1 (x2) nicht durch endlich viele der Mengen U; tiberdeckt werden.

Wir fahren iterativ so fort und erhalten somit eine Folge (z,,)nen derart, dass
fiir jedes n € N die Menge B_ 1 (z5,) N K nicht durch endlich viele der Mengen Uj;

35Warum sind diese Suprema endlich?
36Warum sind Teilmengen total beschriankter Mengen ebenfalls total beschrankt?
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tiberdeckt werden kann und d(z,, p41) < 2% gilt. Hieraus folgt, genau wie im Beweis

der Implikation “{(i)] = [(ii)] von Theorem dass (zp)nen eine Cauchy-Folge ist.
Da K vollstandig ist, konvergiert die Folge gegen ein x € K.

Wir zeigen nun, dass z in keiner der Mengen Uj; liegt, womit das Argument dann
komplett ist. Angenommen es gébe ein ig € I mit « € U;,. Da U;, offen ist, finden wir
ein ¢ > 0 mit B.(z) C U;,. Wihle n € N so groB, dass 5 < £ und d(z,,, z) < § ist.
Dann gilt B<2¢n($n) C Bee(z) C Uj,. Das ist ein Widerspruch, da sich B<%(azn)ﬁK
— und somit insbesondere B_ L () — nicht durch endlich viele der Mengen U; (also

erst recht nicht durch eine einzige) iiberdecken lésst. O

1.7 Addendum: Normen auf K¢

Wir wissen bereits aus Proposition dass auf K¢ eine Folge genau dann beziiglich
der p-Norm (fiir ein p € [1, 0o]) konvergiert, wir ihre Komponenten in K konvergieren.
In diesem Addendum zeigen wir, dass dies sogar fiir alle Normen auf K¢ stimmt — wir
mochten also Theorem beweisen. Dazu ist der folgende Begriff sehr niirzlich:

Definition 1.7.1 (Aquivalente Normen). Sei K € {R,C} und sei V ein Vektorraum
iiber K. Zwei Normen || - ||, || - |, auf V" heifien &quivalent, wenn es Zahlen 0 < ¢ <
C gibt derart, dass

cllzlly < lllly < Cllzll,
fiir alle z € V gilt.

Man iiberlegt sich leicht, dass Aduqivalenz von Normen eine Aquivalenzrelation
auf der Menge aller Normen auf V' ist. Wenn zwei Normen auf einem Vektorraum
dquivalent sind, dann sind beziiglich dieser beiden Normen dieselben Mengen offen,
und eine Folge konvergert in diesem bezgiilich der einen Norm gegen einen Punkt
x € V genau dann, wenn Sie beziiglich der anderen Norm gegen x konvergiertﬂ

Um Theorem [1.3.13] zu erhalten, geniigt es deshalb, das folgende Resultat zu
beweisen:

Theorem 1.7.2 (Alle Normen auf K¢ sind #quivalent). Seiend € N und K € {R, C}
und seien || - ||, und || - ||, zwei Normen auf K%. Dann sind | - ||, und || - ||, dquivalent.

Beweis. Es geniigt eine beliebige, feste Norm { - } auf K% zu betrachten und zu bewei-

sen, dass sie dquivalent zur 1-Norm || - ||, ist Seien ey, ..., eq € K? die kanonischen
Einheitsvektoren — das heifst fiir jedes j € {1,...,d} ist der j-te Eintrag von e; gleich
1 und alle anderen gleich 0. Sei C' := max{|le1| ..., |leq]|}. Fiir jedes z € K? gilt

r =x1e1 + -+ x4eq und somit

el < lzillleall +--- + lzal eall < |2 C+ -+ + |zal C = Cll]] -

3TKonnen Sie das im Detail begriinden?
38Warum geniigt das?
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Aus dieser Abschitzung folgt, dass || - || : (K%, |- ||,) — [0, 00) stetig ist (wobei [0, 00)
wie iiblich mit der Euklidischen Metrik ausgestattet ist)ﬂ

Nun zeigen wir eine entsprechende Abschédtzung in die andere Richtung, das
heifst, wir zeigen, dass es eine Zahl ¢ > 0 gibt derart dass c||z||; < ||z| fir alle
x € K% gilt. Diese Richtung ist der interessante Teil des Beweises. Dazu sei S C K¢
die Einheitssphire in K% bezgiilich der 1-Norm, das heifit es sei

S:={z K| ||e], = 1}.

Diese Menge ist in (K¢, || - ||,) abgeschlossen und beschréinkt also ist sie laut Theo-
rem kompakt. Wegen der soebenen besprochenen Stetigkeit von || - || gibt es
laut Korollar ein Tyin € S derart, dass ||zmin|| < ||z|| fir alle x € S gilt. Wir
setzen ¢ := ||Zmin||. Da kein Vektor in S Null ist und die Norm || - || positiv definit
ist, gilt ¢ > 0.

Sei nun x € K% Falls = 0 ist, gilt natiirlich ¢||z||, < ||/, da beide Seiten
der Ungleichung in diesem Fall 0 sind. Sei nun also « # 0. Dann ist ||z[[, # 0 und
z/ ||z]|, € S, also gilt

1

(e

X

[E4 1P

]

¢ = lamll < \

und somit ¢|jz|; < |z]. O

39Konnen Sie dieses Stetigkeitsargument im Detail ausfiihren?
OWarum?
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Kapitel 2

Kurven im K¢

2.1 Kurven und ihre Ableitungen

Um folgenden gehen wir stets davon aus, dass K? mit einer Norm || - || ausgestattet
ist. Wegen Theorem ist es fiir den Konvergenzbegriff auf K¢ egal, welche
Norm genau wir hierfiir verwenden. Wegen Theorem ist es somit auch fiir
die Stetigkeit von Funktionen zwischen K¢ und K¢ (fiir ¢,d € N) egal, mit welchen
Normen wir K¢ und K¢ ausstatten.

Definition 2.1.1 (Kurve). Sei d € N, sei K € {R,C} und sei I C R ein Intervall
mit mehr als einem Punkt. Eine Abbildung v : I — K¢ nennen wir eine Kurve.

Man beachte, dass es fiir eine Funktion v : I — K¢ stets Funktionen v1,vo, ..., 74
I — K gibt derart, dass

%1.(15)

fir alle t € I gilt. Man nennt diese Funktionen die Komponentenfunktionen
von 7. Die Funktion v ist genau dann stetig, wenn all ihre Komponentenfunktionen

Y1, ---,7q stetig sindE]

Beispiele 2.1.2 (Einige Kurven).

(a) Die Abbildung

"Warum?
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ist eine Kurve. Sie durchlauft die Einheitskreislinie (beziiglich der Euklidischen
Norm) in R?.

(b) Sei I C R ein Intervall mit mehr als einem Punkt und sei f : I — R. Dann ist
die Abbildung

v :0,27] — R2,

B () = (fft))

eine Kurve. Sei durchlduft den Graphen von f. Beachten Sie: Falls f stetig ist,
ist v ebenfalls stetigE]

Definition 2.1.3 (Ableitung von Kurven). Sei d € N, sei K € {R,C} und sei I C R
ein Intervall mit mehr als einem Punkt und sei v : I — K%. Sei to € I.

(a) Wir nennen v differenzierbar in ty, wenn all ihre Komponentenfunktionen

Y1,-..,7% im Punkt tg differenzierbar sind. In diesem Fall nennen wir den
Vektor

71 (to)

V5 (to)

(to) 1= /(o) =

die Ableitung von v im Punkt ¢g.

(b) Wir nennen ~ differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt aus I differenzierbar
ist. In diesem Fall nennen wir die Funktion 4 : I — K¢, t + 4(t) die Ableitung
von 7.

(¢) Wir nennen v stetig differenzierbar, wenn sie differenzierbar ist und die
Funktion ¥ stetig ist. Die Menge aller stetig differenzierbaren Funktionen von
I nach K% bezeichnen wir mit C(I, K%).

(d) Genau wie in Analysis 1 definiert man analog auch hohere Ableitungen und
die Riaumd| C*(1,K9) fiir k € N.
Beispiel 2.1.4 (Die Ableitung einer vektorwertigen Funktion). Betrachten wir die

Kurve

~:[0,27] — R

= ()
*Warum?

3Es handelt sich hierbei um Vektorriume iiber K.
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2.1. Kurven und ihre Ableitungen

aus Beispiel 2.1.2(a)l Da cos und sin differenzierbar sind, ist laut Definition [2.1.3(a)

auch die Kurve v differenzierbar, und es gilt
o [cos(t)\ [ —sin(t)
() = <sin(t)) n ( cos(t)

Analog zu Ableitungen definiert man auch das Riemann-Integral fiir Funktionen
mit Werten in K¢ komponentenweise:

fir alle t € [0, 27].

Definition 2.1.5 (Das vektorwertige Riemann-Integral). Sei d € N, sei K € {R, C}
und seien a,b € R mit a < b. Sei 7 : [a,b] — K.
Wir nennen v Riemann-integrierbar, wenn all ihre Komponentenfunktionen

Y, - - -,74 Rieman-integrierbar sind. In diesem Fall nennen wir
/. " (t) dt
/ "y | Ja 2@
ff va(t) dt

das Riemann-Integral von . Wie fiir skalarwertige Funktionen setzen wir auch in
diesem Fall [;"~(t)dt := — f:'y(t) dt.

In dem man den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung komponenten-
weise anwendet, erhdlt man sofort:

Bemerkung 2.1.6 (Der Hauptsatz im vektorwertigen Fall). Der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung (siehe [4, Theoreme 6.2.3 und 6.2.4]) gilt auch fiir
Funktionen, die Werte in K% annehmen.

Bemerkungen 2.1.7 (Differentienquotienten und Riemannsummen).

(a) Seil C R ein Intervall mit mehr als einem Punkt und sei vy : I — K¢ eine Kurve.
Sei to € I. Mit Hilfe von Definition [2.1.3| und der Definition der Ableitung von
skalarwertigen Funktionen kann man sich leicht tiberlegen, dass v genau dann
im Punkt ¢ differenzierbar ist, wenn

v(to + 5) —(to)

fiir s — 0 konvergiert, und in diesem Fall gilt

4(to) = lim y(to + 5) — ’Y(to).

s—0 S

Das heifit, man kann auch die Ableitung einer Kurve in einem Punkt als Grenz-
wert von Differenzenquotienten auffassen. Anschaulich kann man das so inter-
pretieren, dass der Vektor #(tg) zum Zeitpunkt ¢y tangential an der Kurve ~
anliegt.
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Sie sehen, dass wir hier — wie man es sehr oft tut — das Argument einer Kurve
als Zeit interpretieren. Die Kurve kann man sich dabei so vorstellen, dass ein
Punkt im Laufe der Zeit einen Weg durch K% entlang liuft. Unter dieser Inter-
pretation ist 4(tg) der Geschwindigkeitsvektor des Punktes zum Zeitpunkt
to.

(b) Seien a,b € R mit a < b und sei 7 : [a,b] — K9 Anstatt komponentenweise
vorzugehen, kann man die Riemann-Integrierbarkeit und das Riemann-Integral
von ~ auch direkt iiber Riemann-Summen definieren — genau wie wir es in
Analysis 1 im skalarwertigen Fall getan haben — und kommt dabei zumselben
Ergebnis.

Insbesondere kann man, wenn ~ Riemann-integrierbar ist, das Integral iiber ~
schreiben als

b
/ y(t)dt = JLH;OR(pmqmv),

wobei (pn)nen eine Folge von Partionen von [a,b] ist, deren Feinheit gegen
0 geht and g, eine Folge von zugehorigen Punktierungen ist. Die Riemann-
Summen R(pp, gn,y) sind hierbei genauso definiert wie im skalarwertigen Fall.

Mit Hilfe von Bemerkung [2.1.7(b)| kann man die folgende Abschétzung beweisen.
Ein skalarwertiges Analogon hierzu kennen Sie bereits aus der Analysis 1.

Proposition 2.1.8 (Fundamentalabschéatzung fiir vektorwertige Integrale). Seien
a,b € R mita < b und sei v : [a,b] — K¢ stetig. Dann gilt fiir jede Norm || - || auf K%

|/ i al < [ Il at

Beweisskizze. Weil || - || stetig istE| ist |[y(-)] : [a, b] — R stetig und somit Riemann-
integrierbar. Also ist die rechte Seite der Ungleichung definiert. Die linke Seite ist
ebenfalls definiert, da  als stetige Funktion Riemann-integrierbar ist.

Wenn man die Integrale in der behaupteten Ungleichung durch Riemann-Summen
ersetzt, gilt die Ungleichung aufgrund der Dreiecksungleichung fiir die Norm | - ||.
Durch Grenziibergang erhilt man dann die Ungleichung fiir die Integrale anstelle
der Riemann-Summen. O

Definition 2.1.9 (Léange einer Kurve). Sei d € N, sei K € {R, C} und seien zudem
a,b € Rmit a < b. Sei 7 : [a,b] — K% stetig differenzierbar. Dann nennt man die

Zahl
b
/ 14 (0)],

die Bogenlinge von 7.

Warum ist diese Abbildung stetig?
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In der Analysis 1 haben Sie gesehen, dass die Abbildung (damals hatten wir sie
noch nicht als “Kurve” bezeichnet)

v :0,27] — C,

t — exp(it) (21.1)

die komplexe Einheitskreislinie genau einmal durchléduft. Wenn wir C mit R? identi-
fizieren (wobei die erste Komponente in R? den Realteil einer Zahl aus C beschreibt
und die zweite Komponente den Imaginérteil), dann kénnen wir die Abbildung auch
in der Form

~: [0,27] — R,
cos(t)
b (sin(t))
schreiben.

Wenn Sie zwei Punkte auf einer Kreislinie durch Strecken mit dem Mittelpunkte
verbinden, dann ist der Winkel zwischen diesen beiden Strecken definiert als die
Léange des Kreissegments zwischen den beiden Punkten geteilt durch den Kreisradius.
Entsprechend ist der Winkel einer komplexen Zahlen z # 0 folgendermafen definiert:

Definition 2.1.10 (Der Winkel einer komplexen Zahl). Sei z € C\ {0}. Der Winkel
oder das Argument von z ist die Lénge der Linie auf dem Einheitskreis zwischen 1
und ‘—;, wenn man den Einheitskreis entgegen des Uhrzeigersinn durchlauft.

Wie in der Analysis 1 besprochen, kann man jede komplexe Zahl z # 0 schreiben
als z = |z| exp(it) fiir genau ein ¢ € [0, 27). Es liegt nahe zu fragen, wie diese Zahl ¢
mit dem Winkel von z zusammenhéngt. Die folgende Proposition gibt die Antwort:

Proposition 2.1.11 (Komplexe e-Funktion und Winkel). Sei z € C\ {0} und sei
t € [0,27) diejenige Zahl, fir die

z = |z| exp(it)
gilt. Dann ist der Winkel von z gleich t.
Beweis. Wir betrachten die Kurve

v:00,4] = C,
s — exp(is).

Diese durchlauft laut Analysis 1 den komplexen Einheitskreis entgegen des Uhrzei-
gersinns. Sie beginnt bei der Zahl 1 und stoppt bei der Zahl exp(it) = é Also ist
der Winkel von z gleich der Lénge der Kurve v und somit gleich

t t ¢
[ W as = [liestslas = [1as=1
0 0 0

womit die Behauptung bewiesen ist. O
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2.2 Gewohnliche Differentialgleichunugen — eine
Kurzeinfiihrung

Beispiel 2.2.1 (Motivation: Wachstum einer Bakterienkultur). Fiir jeden Zeitpunkt
t > 0 beschreibe b(t) die Menge der Bakterien in einer Bakterienkultur, die sich in
einer Nahrlosung vermehrt. Jedes Bakterium vermehrt sich durch Zellteilung: Je
mehr Bakterien bereits vorhanden sind, desto mehr neue kommen hinzu. Deshalb
die die zeitliche Anderungsrate von b(t) proportional zur GroRe b(t), das heit, es
gibt eine Zahl ¢ > 0 derart, dass

b(t) = cb(t)

fiir alle betrachteten Zeiten t > 0 giltﬂ Hierbei handelt es sich um eine sogenannte
Differentialgleichung. Die Unbekannte ist hier keine Zahl, sondern eine Funkti-
on b : [0,00) = [0,00) und der Begriff Differentialgleichung riithrt daher, dass die
Ableitung der gesuchten Funktion b in der Gleichung auftaucht.

Damit man eine Chance hat die zeitliche Entwicklung der Bakterienkultur vorher-
zusehen, geniigt diese Differentialgleichung natiirlich nicht, sondern man muss auch
noch wissen, wieviele Bakterien zum Startzeitpunkt ¢ = 0 vorhanden sind; wenn wir
diese Anzahl by nennen, haben wir also die beiden Gleichungen

b(t) = cb(t) fiir t >0,
b(0) = bo.

Diese beiden Gleichungen zusammengenommen bezeichnet man als ein Anfangs-
Werproblemﬁ

Die Differentialgleichungen in diesem Abschnitt bezeichnet man iibrigens als ge-
wohnliche Differentialgleichungen, weil in ihnen nur die Ableitung beziiglich
einer einzigen Variablen auftaucht ]

Beispiel 2.2.2 (Motivation: Mathematisches Pendel). Lassen Sie uns ein starres
Pendel und Léange ¢ betrachten. Wir nehmen vereinfachend an, dass die Masse des
Pendels komplett in einem Punkt an seinem Ende konzentriert ist (und dass die
starre Verbindung zur Aufhédngung somit eine vernachlissigbar kleine Masse hat).

5 Achtung: In Wirklichkeit ist das natiirlich eine stark vereinfachende Annahme, die nicht immer
stimmt. Insbesondere gehen wir hier davon aus, dass die Propotionalitédtskonstante ¢ nicht von der
Zeit abhangt. In Wirklichkeit tut sie das aber natiirlich. Spastestens wenn die Nahrlosung zur Neige
geht, wird ¢ abnehmen (und eventuell sogar negativ werden, wenn Bakterien sterben und weniger
neue hinzukommen als sterben).

Die Aufgabe ein reales Phdnomen durch eine mathematische Gleichung zu beschreiben nennt
man Modellierung.

5Ubrigens: Die Anzahl der Bakterien ist genau genommen eine ganze Zahl. Wie kann es méoglich
sein, die Entwicklung einer ganzzahligen Grofe durch eine Differentialgleichung zu beschreiben?
Geht da nicht etwas schief?

"Und was Ableitungen nach mehreren verschiedenen Variablen sind, wissen Sie genau genommen
noch gar nicht. Das ist ndmlich der Inhalt von Kapitel El
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2.2. Gewohnliche Differentialgleichunugen — eine Kurzeinfithrung

Aufserdem vernachléssigen wir im folgenden Modell jegliche Reibung. Die durch die
Schwerkraft der Erde verursachte Fallbeschleunigungﬁ bezeichnen wir mit g.ﬂ

Mit () € R bezeichnen wir den Auslenkungswinkel des Pendels zum Zeitpunkt ¢
(im Vergleich zur Lage, in der das Pendel nach unten héngt). Die zeitliche Anderungs-
rate des Auslenkunkgswinkels nennt man die Winkelgeschwindigkeit und bezeichnet
sie mit w(t). Es ist also w(t) = ¢(t) fir alle t > 0.

Mit Hilfe einer Skizze, einer Zerlegung der am Pendelende angreifenden Krifte,
und des zweiten Newtonschen Gesetzes erhilt man, dass ¢ und w die Differential-

(f@ - (—%sfrf&(t»)

fiir alle t > OE Fiir diese Differentialgleichung ist die Unbekannte eine Funktion

<*”) :[0,00) = R,

gleichung

w

also eine Kurve. Anschaulich liegt nahe: Um das Verhalten der Losung vorhersagen
zu konnen — mathematisch gesprochen: um Eindeutigkeit der Losung zu erhalten —
sollte man die Werte von ¢ und w zum Startzeitpunkt kennen.

Theorem 2.2.3 (Existenz und Eindeutigkeit fiir global Lipschitz-stetige Vektorfel-

der). Sei f:K? — K% Lipschitz-stetig beziglich der Euklidischen Norm || - H2 und
sei xg € K. Es gibt genau eine stetig differenzierbare Funktion x : [0, 00) — K9, die

{a'c(t) = f(x(t)) fiir alle t € [0,00),
z(0) =z

erfillt.
Beweis. Sei b € [0,00). Es geniigt zu zeigen, dass es genau eine stetig differenzier-

bare Funktion x : [0,b] — K% gibt, die 2(0) = z¢ und @(t) = f(x(t)) fiir alle
t € [0,b] erfﬁlltm Wegen des Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (fiir

8Manchmal auch Ortsfaktor genannt.

9Der Wert von g betrégt knapp unter 10Z5. Der genaue Wert héngt von der genauen Position
auf der Erde ab.

10Fs ist iibrigens bemerkenswert, dass die Masse des Pendels in der Differentialgleichung nicht
auftaucht. Der Grund ist, dass die Masse zum einen als triage Masse, welche die Beschleunigung
verzogert, in das zweiten Newtonsche Gesetz eingeht, und zum anderen als schwere Masse, die durch
die Gravitation beschleunigt wird, in die angreifende Kraft eingeht. Fithrt man die Rechnung im
Detail aus, so sieht man, dass die Massen sich dadurch am Ende wegkiirzt.

1 Genau genommen spielt es wegen Theorem keine Rolle beziiglich welcher Norm auf K¢
wir die Lipschitz-Stetigkeit annehmen. Bei Wechsel der Norm kénnten sich die Lipschitz-Konstanten
dndern, aber nicht die Frage, ob eine Funktion Lipschitz-stetig ist.

12Warum geniigt das?
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Funktionen mit Werten in K¢, siche Bemerkung sind diese beiden Bedingun-
gen an z dquivalent dazu, dass x : [0,b] — K¢ stetig ist und die Integralgleichung
x(t) = [7 f(a(s)) ds + zo fiir alle ¢ € [0,b] erfiillt.

Bezeichne nun C([0, b]; K?%) die Menge aller stetigen Kurven von [0, b] nach K.
m Fiir jedes x € C([0, b]; K%) setzen wir

|2l = sup {[lz(®), | t €[0,0]}.
t€[0,b]

Dann kann man genau wie im skalarwertigen Fall d = 1 auch fiir allgemeines d
zeigen, dass ||- ||, eine Norm auf C([0,b];K?) ist und dass C([0,b]; K?9) beziiglich
dieser Norm vollstandig ist.

Betrachte nun die Abbildung 7' : C([0,5]; K?%) — C([0,b]; K?), welche jedes 2 €
C([0,b]; K9) auf die Kurve Tz € C([0, b]; K¢) schickt, die durch

(Ta)(t) = 20 + /0 f(x(s)) ds

fiir alle t € [0,b] gegeben ist. Um das Theorem zu beweisen, miissen wir zeigen, dass
T genau einen Fixpunkt in C([0, b]; K¢). besitzt. Hierzu werden wir den Fixpunktsatz
von Banach verwenden.

Wir zeigen per Induktion iiber n, dass fiir jedes n € Ny, alle z,y € C([0, b]; K%)
und alle ¢ € [0, b] die Ungleichung

tnn

I(T"2)(t) — (T"y) (D), < Iz =yl (2.2.1)

n!

gilt, wobei L € [0,00) eine Lipschitz-Konstante von f bezeichnet. Fiir n = 0 folgt
die Behauptung sofort aus der Definition der Norm ||- ||, auf C([0,b]; K?). Sei die
Behauptung jetzt fiir eine beliebiges, festes n € Ny bereits bewiesen. Fiir alle z,y €
C([0,0]; K%) and alle t € [0, ] folgt dann

[0~ )0, = [T 0~ () ()],

-1 e [ e
</
< /OtL 1(T"z)(s) — (T"y)(s)|l, ds

t nrn n+171n+1
s"L th T L

2

ds
2

Fro)ds— | @) (s)

fiir die ersten Ungleichung haben wir die Fundamentalabschétzung fiir Integrale aus
Proposition 2.1.§ verwendet, fiir die zweite Ungleichung die Lipschitz-Stetigkeit von
f, und fiir die dritte Ungleichung die Induktionsannahme. Die Ungleichung
ist somit fiir alle n € Ny gezeigt. bewiesen.
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2.2. Gewohnliche Differentialgleichunugen — eine Kurzeinfithrung

Indem man in der Ungleichung das Supremum {iiber alle ¢ € [0, b] nimmt,
erhilt man ||T"z — T"y||, < &2 ||z — y||, fiir alle 2,y € C([0,5); K%) und alle
n € Np. Also ist T™ fiir jedes n € Ny Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L,, :=
bT;lL!n. Es gilt > 7, bnnL!n = exp(bL) < oo, also sind fiir die Abbildung 7" auf dem
vollstindigen metrischen Raum C([0,b]; K¢) die Voraussetzungen des Banachschen
Fixpunktsatzes (Theorem erfiillt; dieses Theorem sagt uns, dass 7' genau einen

Fixpunkt in C([0, b]; K¢) besitzt. O

Theorem wird haufig als der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von
Picard—Lindelof bezeichnet, oder genauer: als die globale Variante dieses Satzes.
Eine lokale Variante des Theorems (deren Beweis dhnlich, aber deutlich technischer
ist), werden wir in der Analysis 3 besprechen.
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Kapitel 3

Integralrechnung in mehreren
Veranderlichen

3.1 Das Banach—Tarski-Paradoxon

Diskussion 3.1.1 (Eigenschaften eines “verniinftigen” Volumenbegriffs). Angenom-
men, jede Teilmenge C' C R? besitzt Volumen Vol(C). Fiir viele Mengen ist zunichst
vermutlich gar nicht klar, was genau ihr Volumen bedeuten soll. Zumindest die fol-
genden Forderungen an einen “verniinftigen” Volumenbegriff liegen aber nahe:

(1) Fiir zwei disjunkte Mengen C7, Co C R3 sollte stets Vol(Cy U Cy) = Vol(Cy) +
Vol(C2) gelten.

(2) Allgemeiner sollte fiir jede Folge von Mengen Cj,Cs,Cs,--- C R3, die Cj N
Cr = 0 fiir alle j,k € N mit j # k erfiillt, die Eigenschaft Vol({J,cx Cn) =
> o2, Vol(Cy) gelten.

Dieses Eigenschaft ist wichtig, damit man das Volumen einer komplizierten
Mengen berechnen kann, in dem man die Menge durch einfachere Mengen
“ausschopft”.

(3) Das Volumen einer Menge sollte sich nicht &ndern, wenn man die Menge ver-
schiebt, dreht oder spiegelt.

(4) Fir “einfache” Mengen wie beispielsweise Quader sollte das Volumen mit der
bekannten Volumenformel {ibereinstimmen.

Der folgende Satz zeigt, dass es nicht moglich ist jeder Teilmenge von R? ein Volu-

men zuzuordnen und zugleich die Eigenschaften und [(4)| aus Diskussion

zu erfiillen.

Theorem 3.1.2 (Banach-Tarski-Paradoxon). Sei R® mit der Euklidischen Norm
|- ||, ausgestattet. Es gibt es eine Zahln € N und Abbildungen Ty,...T, : R® — R?
sowie Mengen C1, . ..,C, C R3 mit folgenden Eigenschaften:
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3. INTEGRALRECHNUNG IN MEHREREN VERANDERLICHEN

(a) Die Mengen C1,...Cy sind disjunkt und ihre Vereinigung ist eine offene Kugel
mit Radius 1.

(b) Jeder der Abbildungen Th,...,T, ist die Hintereinanderausfihrung einer Dre-
hung und einer Verschiebung.

(¢) Die Bildmengen T1(C1),...,To(Cy) sind ebenfalls disjunkt und ihre Vereini-
gung besteht aus zwei disjunkten offenen Kugeln mit Radius 1.

Beweis. Siehe zum Beispiel [II, S.271]. O

Theorem [3.1.2] hat folgende Konsequenz: Es ist nicht moglich allen im Theorem
vorkommenden Mengen C1, ..., C, vorkommenden Menge ein Volumen zuzuordnen

und zugleich die Eigenschaften und aus Diskussion zu erfiillen.

Nehmen wir ndmlich an, dass dies moglich wére, und bezeichne 1 das Volumen einer
(und somit jeder) Kugel mit Radius 1. Wére wiirde

p=Vol(CyU---UCy) = Vol(Cy) + - - - + Vol(Cy)
= Vol(T(C1)) + - + Vol(T(Cy,)) = Vol(T(Cy) U ... T(Cy)) = 2u

folgen und somit p = 0 gelten, was aber Eigenschaft widerspricht.

3.2 Messbare Mengen im R"” und das Lebesgue-Malfs

Das Banach—Tarksi-Paradoxon (Theorem zeigt, dass man nicht jeder Menge in
R? ein Volumen zuordnen kann. Wenn man dennoch einen niitzlichen Volumenbegriff
erhalten méchte, kann man ihn also nur fiir manche Teilmengen von R? definieren.
Um die Mengen zu identifizieren, denen man verniinftiger Weise ein Volumen zuord-
nen kann, geht man axiomatisch vor: Man mdochte gerne, dass zumindest alle offenen
Mengen ein Volumen haben und man will, dass mit denjenigen Mengen, die ein Vo-
lumen haben, bestimmte mengentheoretische Operationen moglich sind. Das fiihrt
zu folgender Definition; wir beschranken uns in ihr nicht nur auf die Dimension 3,
sondern gucken uns direkt den Raum R? fiir eine beliebige Dimension d € N an.

Definition 3.2.1 (Borel-messbare Mengen). Sei d € N und sei R? mit einer be-
liebigen Norm ausgestattet. Mit B(R?) bezeichnen wir die kleinste Teilmenge der
Potenzmenge 28! von R?, die die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(I) Fiir jede offene Menge U C R? gilt U € B(R).

(IT) Wenn fiir jedes n € N eine Menge C,, € B(R?) gegeben ist, dann gilt auch
Unen Cn € B(RY).

(IIT) Fiir jedes Menge C € B(R?) ist auch das Komplement R?\ C ein Element von
B(R%).
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3.2. Messbare Mengen im R" und das Lebesgue-Maf

Man nennt B(R?) die Borel-o-Algebra von Rdﬂ Eine Menge C' C R nennt man
Borel-messbar oder kurz messbar, wenn C' € B(R?) gilt.

Man kann zeigen, dass es solch eine kleinste Teilmenge von 2R tatsichlich gibt.
Hierzu schneidet man alle Teilmengen von 2%, die die Axiome erfiillen und
zeigt, dass dieser Durchschnitt die selben Axiome erfiillt. Der Durchschnitt ist ist
dann die gewiinschte Menge B(R?). Mehr Details hierzu besprechen wir in der Ana-
lysis 3, wenn wir allgemeine o-Algebren behandeln.

Proposition 3.2.2 (Der Durchschnitt messbarer Mengen). Sei d € N und fiir jedes
n € N sei eine Menge C,, € B(RY) gegeben. Dann gilt auch (o Cn € B(R?).

Beweis. Wir setzen C' := [, . Cn- Es gilt

neN

d _ md _ d d
R\ C =R\ (] Cn = |J R\ Cp) € BRY)

neN neN €B(RY)

und somit C' = R4\ (R?\ C) € B(RY). O

Beachten Sie: Aus Axiom in Definition und aus Proposition folgt,
dass auch die Vereinigung und der Durchschnitt endlich vieler messbarer Mengen

wieder messbar ist Pl

Theorem 3.2.3 (Existenz und Eindeutigkeit des Lebesgue-Mafes). Sei d € N und
sei R? mit einer beliebigen Norm ausgestattet. Es gibt genau eine Abbildung Ay :
BRY) — [0, 00], die die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(I) Fiir jede Folge Cy,C3,Cs3,--- C R? von paarweise dz’sjunkte messbaren Men-
gen gilt

MU Cn) =D MalCn)
n=1

neN

(IT) Fir alle Zahlen aq,...aq € R und by,...,bq € R, die a < by fir alle k €
{1,...,d} erfillen, gilt

)\d([al,bl] X oo X [ad,bd]) = (bl — a1) e (bd — ad).

Die Abbildung g nennt man das Lebesgue-Maf auf R? oder das d-dimensionale
Lebesgue-Mayjs.

!Der Begriff o-Algebra mag auf den ersten Blick etwas merkwiirdig und unmotiviert anmuten.
Weshalb dieser Begriff verwendet wird, wird in der Analysis 3 klarer, wo wir {iber allgemeinere o-
Algebren sprechen werden.

2Warum?

3Mit paarweise disjunkt ist gemeint, dass C; N Cy, = § fiir alle j, k € N mit j # k gilt.
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3. INTEGRALRECHNUNG IN MEHREREN VERANDERLICHEN

Beweis. Das werden wir in der Analysis 3 beweisen. O

Theorem 3.2.4 (Einige Eigenschaften des Lebesgue-Mafkes). Sei d € N.

(a)
(b)

(h)

Vorlesung 11:

Wenn C, D C R% messbar sind und C C D gilt, dann ist \g(C) < Ag(D).
Fiir zwei messbare Mengen C, D C R® gilt

Ad(C) + Ag(D) = Mg(C U D)+ Ng(CN D).

Fiir jedes x € R ist die Ein-Punkt-Menge {x} messbar und es gilt \g({x}) = 0.

Wenn C C R? endlich oder abzihlbar unendlich ist, dann ist C' messbar und
es gilt \g(C) = 0.

Es gilt \g(0) = 0 und \g(R?) = occ.
Fiir jede Folge Cy,Cy,C3,--- C RY von messbaren Mengen gilt

M Cn) < fj Xa(Ch)

neN
Das Lebesque-Maf$ ist translations- und rotationsinvariant. Genauer: Sei C C

R? messbar, sei v € R? und sei W : RY — R? eine Drehung oder eine Dreh-
spiegelung. Dann sind auciﬁ C + v und W(C') messbare und es gilt

Ad(C +v) = A (C) und )\d(W(C)) = \(C).

Wenn d > 2 ist, dann gilt fiir jede Gerade G in RY, dass \g(G) = 0 ist.

(Fr, 16.05.) Beweis. @ Sei C und D wie in der Aussage angegeben. Aus Axiom in Defini-

beginnt mit

dem Beweis von tion folgt, dass D \ C' messbar istE und da D\ C und C disjunkt sind, folgt

Theorem 3:2.4]

)\d(C) < )\d(C) + )\d(D \ C) = /\d(CU (D \ C)) = Ad(D),

wobei wir am Ende verwendet haben, dass C' C D gilt.
@ Wir bemerken zunéchst, dass C' N D und C' U D messbar sind. Wir zerlegen
die Mengen C', D und C'U D in disjunkte Mengen

C = (CN(C\D)U(CND)=(C\D)U(CND),
D=(D\C)UDNC),
CUD=(C\D)U(D\C)U(DNO),

“Mit der Notation C' 4 v meinen wir die Menge C' + v := {c+v | c€ C}.
SWarum?
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3.2. Messbare Mengen im R" und das Lebesgue-Maf

wobei U anzeigt, dass die vereinigten Mengen links und rechts des Symbols disjunkt

sind. Somit folgt mit Theorem dass

Aa(CUD) = Xg(C\ D)+ Xi(D\C)+ (DN C)
= (M(C\ D)+ X(DNC)) + (A(D\C)+2a(DNC)) = X(DNC)
=M((C\D)U(DNC)) +M((D\C)U(DNC)) = A(DNC)
= M(C) + Xa(D) — Xa(C N D).

Wir bemerken zunéchst, dass G abgeschlossen und somit messbar ist. Die
Menge {x} lasst sich auferdem als Quader der Form

{x}:: hnvxl]x T X[xn7$n]

schreiben, wobei z = (z1, ..., z2). Damit folgt Aq({z}) = 0 aus Theorem [3.2.3|[(ID)}
(d)| Da Ein-Punkt-Mengen laut messbar sind, sind wegen Axiom @ in Defi-
niti auch endlich und abzéhlbar unendlich Mengen messbar[f] AuRerdem folgt
aus Figenschaft in Theorem dass diese Mengen Lebesgue-Mafs 0 haben, da
Ein-Punkt-Mengen laut Aussage Lebesgue-Mafs 0 haben.
@Wéihle cinen beliebigen Punkt z € R?. Dann gilt () C {z} und somit Wegen@
und dass \g(0) = 0 ist. Ausferdem gilt fiir jedes n € N die Ungleichung

)\d(Rd) > Ai([-n, n]d) =2n)%>n

und somit Ay (Rd) = 00.

Lassen Sie uns die Mengen C1, Cs, C5 so abédndern, dass sie paarweise disjunkt
werden, aber die gleiche Vereinigung haben. Das heifit genauer, wir definieren neue
Mengen

D, := (4,

Dy :=Cy\ (1,

D3 :=C5 )\ (C1 U Cy),

Dy =Cy \ (Cl uCyU Cg),

Dann sind die Mengen D1, Ds, ... paarweise disjunkt, es gilt D,, C C, fiir allen € N
und U,,ey Dn = Upeny Cn- Somit folgt

MU Gn) =ra( U Da) = i Aa(Dy) < i Ad(Ch).
neN n=1 n=1

neN

Diese beiden Eigenschaften zu beweisen ist etwas aufwéindiger. Wir werden
dies in der Analysis 3 tun.

SKo6nnen Sie dieses Argument im Detail ausfithren?
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3. INTEGRALRECHNUNG IN MEHREREN VERANDERLICHEN

Sei d > 2 und sei G C R? eine Gerade. Wir bemerken zunéachst, dass G
abgeschlossen und somit messbar ist. Nun sehen wir uns den Spezialfall an, in dem
G die x1-Achse ist. Lassne Sie uns die Mengen

Gn = [-n,n] x [0,0]¢7L,

betrachten. Jede dieser Mengen ist abgeschlossen und erfillt A\;(G,,) = O.E| Es gilt
Unen Gn = G und Aufgrund von |(f)| auch

A(G) <> Ma(Gr) = 0.

neN

Jede andere Gerade in R? kénnen wir durch eine Verschiebung und eine Drehung
auf die x1-Achse abbilden, also folgt aus Aussage dass alle Geraden in RY das
Lebesgue-Maf 0 besitzen. O

Mit den Eigenschaften des Lebesgue-Mafes aus den Theoremen [3.2.3] und [3.2.4]
kann man bereits das Lebesgue-Maf einiger einfacher Mengen im R? ausrechnen. Die
besprechen wir in den Ubungen. Um Formeln fiir das Lebesgue-Maf komplizierter
Mengen herzuleiten, brauchen wir aber noch mehr theoretische Vorbereitung. Ins-
besondere wir das Lebesgue-Integral, das wir im folgenden Abschnitt besprechen,
hierfiir hilfreich sein.

3.3 Das Lebesgue-Integral

In der Analysis 1 haben wir Funktionen, die von kompakten Intervallen [a, b] nach R
oder C abbilden, integriert. Das war jedoch nicht fiir jede Funktion moglich, sondern
nur fiir sogenannte Riemann-integrierbare Funktionen. Zur Definition des Riemann-
Integrals hatten wir das Intervall [a,b] und kleine Teilintervall aufgeteilt und dann
die Flache unter dem Graphen von f durch Riemann-Summen approximiert. Dieses
Vorgehen war mit recht weniger theoretischer Vorbereitung mdoglich.

Nun wollen wir Funktionen integrieren, die auf Teilmengen des R? definiert sind.
Auch fiir diesen Fall kann man ein Riemann-Integral definieren, ndmlich folgender-
mafen: Wenn zum Beispiel (fiir d = 2) eine Funktion f von einem Rechteck R C R?
nach R abbildet, dann kénnen wir R in viele kleine Rechtecke unterteilen und dann
wieder Riemann-Summen konstruieren, um die Volumen unter dem Funktionsgra-
phenlﬂ zu approximieren. Dieses Vorgehen funktioniert allerdings nicht mehr ohne
weiteres, wenn f beispielsweise nicht auf einem Rechteckt, sondern auf einer Kreis-
flache (oder auf einer noch viel komplizierteren Fliche) definiert ist, weil dann nicht
mehr klar ist, wenn man den Definitionsbereich von f unterteilen kann. Eine ge-
schickte Moglichkeit dieses Problem zu 16sen besteht darin, dass man — anders als

"Warum?
8Warum nun auf einmal “Volumen unter dem Funktionsgraphen” anstelle von “Fliche unter
dem Funktionsgraphen”?
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3.3. Das Lebesgue-Integral

beim Riemann-Integral — nicht den Definitionsbereich der zu integrierenden Funkti-
on partitioniert, sondern lieber den Wertebereich. Wenn man das tut, gelangt man
zum Begriff des Lebesgue-Integrals, dass wir in Definition einfiihren J[[7)

Ahnlich wie wir das Riemann-Integral in der Analysis 1 nicht fiir alle Funktionen
definieren konnten, kénnen wir auch das Lebesgue-Integral nicht fiir alle Funktionen
definieren. Der passende Begriffe um das Lebesgue-Integral zu definieren sind die
messbaren Funktionen, die wir nun einfiihren:

Definition 3.3.1 (Messbare Funktionen). Sei  C RY messbar. Eine Funktion f :
Q — R heikt messbar, falls fiir jedes b € R das Urbild™]

FH((=00,b)) ={z € Q] f(x) <b}CQCR
messbar ist.

Man kann leicht eine nicht-messbare Funktion abgeben: Sei zum Beispiel C' C R?
eine nicht-messbare Menge; ein solche gibt es aufgrund des Banach-Tarski-Paradoxons
(Theorem [3.1.2)). Fiir die Indikatorfunktion 1¢ : R? — R,

1 fallsz e C,

1 =
c(@) 0 fallsz € R3\ C

gilt dann 1! ((—00, 3]) = R3\C. Diese Menge ist nicht messbar, da C nicht messbar
ist. Also ist die Funktion 1.~ nicht messbar.

Proposition 3.3.2 (Messbare Urbilder von Intervallen). Sei Q C RY messbar und
sei f:Q — R eine messbare Funktion. Dann ist fir jedes Intervall I C R das Urbild
f~HI) € Q C R? messbar.

Beweis. Seien a,b € R. Wir betrachten alle verschiedenen Typen von Intervallen, die
es in R gibt:
Erster Fall: I = (—o0,b]. In diesem Fall f~!(I) laut Definition messbar.

Zweiter Fall: I = (—o0,b). Wir verwenden, dass (—00,b) = [J,,cn(—00,b — 1] gilt,
und somit ist

= (U oob— ) = U 77 ((-oob— ),

9Das Lebesgue-Integrale hat noch eine Reihe weiter Vorteile gegeniiber dem Riemann-Integral.
Beispiel hat es theoretisch weit bessere Eigenschaften (zum Beispiel in der Funktionalanalysis
eine wichtige Rollen spielen). Aufierdem ist das Lebesgue-Integral sehr flexibel: Man kann es fiir
andere sogenannte Mafte verallgemeinern, die dhnliche — aber nicht diesselben — Eigenschaften wie
des Lebesgue-Maf haben. Das ist beispielsweise in der Wahrscheinlichkeitstheorie enorm wichtig.

10Fs gibt iibrigens einen Trick, wie man doch mit Hilfe des Riemann-Integrals Funktionen inte-
grieren kann, die auf nicht rechteckigen Mengen definiert sind. Man kdénnte aber nicht ganz unbe-
griindet zur Ansicht gelangen, dass dieser Trick recht konstruiert und unintuitiv ist. Deshalb wollen
wir uns damit nicht aufhalten und definieren lieber direkt das Lebesgue-Integral.

"Djese Menge bezeichnet man auch als Subniveau-Menge von f zum Niveau b. Weshalb?
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3. INTEGRALRECHNUNG IN MEHREREN VERANDERLICHEN

und die rechtsstehende Menge ist messbar als eine abzéhlbare Vereinigung von
messbare Mengen.

Dritter Fall: T = [a,00). Dann ist
Q\fHID) = FHR\T) = fH((—00,a)),

die die rechtsstehende Menge ist, wie im zweiten Fall gezeigt, messbar. Also ist
auch ihr Komplement

U=\ @\ D)
messbar.

Vierter Fall: I = (a,00). Diesen Fall kann man analog zum dritten Fall (oder analog
zum zweiten Fall) behandeln.

Fiinfter Fall: I = [a,b]. In diesem Fall schreiben wir das Urbild von I als

FHID) = fH((=00,b] N [a, 00)) = f7H (=00, b)) N (£ ([a, 00)))-

Also ist f~1(I) der Durchschnitt zweier Mengen, die laut des ersten und des
dritten Falls messbar sind. Da der Durchschnitt von zwei messbaren Mengen
wieder messbar ist[l?] ist auch f~!(I) messbar.

Sechster bis achter Fall: I = (a,b] oder I = [a,b) oder I = (a,b). Diese Fille kann
man analog zum fiinften Fall behandeln.

Neunter Fall: I =R. In diesem Fall ist f~!(I) gleich Q und somit messbar. O

Mit im Wesentlichen denselben Argumenten wie im Beweis von Proposition [3.3.2]
kann man folgende Charakterisierung der Messbarkeit von Funktionen zeigen:

Proposition 3.3.3 (Charakterisierung messbarer Funktionen). Sei d € N und Q C
R?. Eine Funktion f : Q@ — R is genau dann messbar, wenn fir jedes b € R das
Urbild f~'((—o0,b)) messbar ist.

Mit Hilfe der folgenden Proposition kann man fiir zahlreiche Funktionen leicht
nachpriifen, dass sie messbar sind.

Proposition 3.3.4 (Konstruktionen mit messbaren Funktionen). Sei d € N und sei
Q C R? messbar.

(a) Sei R mit einer Norm und Q mit der hiervon induzierten Metrik ausgestattet.
Dann ist jede stetige Funktion f : — R messbar.

2Warum?
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3.3. Das Lebesgue-Integral

(b) Fliir jedes messbare Menge C C ) ist die Indikatorfunktion 1, die durch

1, fallsx € C,

1 =
@ =00 faszeac

gegeben ist, messbarE

(c) Seien f,g : Q — R messbar und o« € R. Dann sind auch f + g, fg und of
messbar.

(d) Sei (fn)nen eine Folge von messbaren Funktionen f, : Q@ — R, die punktweise
gegen eine Funktion f : Q — R konvergiert. Dann ist auch f messbar.

Beweis. Wir beweisen die Aussage @ das sie sehr gut die Verwendung von Kon-
zepten aus Kapitel [I] illustriert. Fiir den Beweis der anderen Teilaussagen verweisen
wir auf die Analysis 3.

Sei b € R. Laut Proposition brauchen wir nur zu zeigen, dass die Menge
C:= f‘l((—oo, b)) C Q C R% messbar ist. Da f stetig ist, ist C' laut Theorem
eine offene Teilmenge von (). Hieraus folgt, dass es eine offene Teilmenge U von R“
derart, dass C = U N Q ist[Y] Somit ist C' als Durchschnitt von zwei messbaren
Mengen messbar. O

Proposition 3.3.5 (Hintereinanderausfithrung stetiger und messbarer Funktionen).
Sei d € N und sei Q C R? messbar. Sei R mit der Euklidischen Metrik ausgestattet,
sei f: Q — R messbar und sei g : R — R stetig. Dann ist go f : 2 — R messbar.

Beweis. Sei b € R. Wir miissen laut Proposition [3.3.3] nur zeigen, dass die Menge
C:=(go f)_l((—oo,b)) = f! (g_l( — oo,b))) messbar ist. Da g stetig ist, ist
D .= (g_l( — 00, b)) C R laut Theorem [1.2.16| offen. Laut Aufgabe 7.3 auf Hausauf-

gabenblatt 7 ist wegen der Messbarkeit von f das Urbild jeder offenen Menge unter
f messbar, also ist f~1(D) messbar. O

13Beachten Sie, dass Indikatorfunktionen oft nicht stetig sind, das bedeutet, es gibt zahlreiche
Funktionen, die unstetig aber messbar sind.

1Der Beweis, dass solch ein U existiert, war urspriinglich als eine Ubungsaufgabe geplant, aber
leider habe ich dann vergessen mich darum zu kiimmern, dass die Aufgabe wirklich auf einem
Ubungsblatt erscheint. Deshalb nun hier der Beweis:

Die Menge U kann man folgendermaften bauen: Fiir jedes x € C' gibt es wegen der Offenheit von
C in Q einen Radius e, > 0 derart, dass die offene Kugel {y € Q| ||y — z||, < €.} in Q komplett
in C enthalten ist; diese offene Kugel in € ist aber gleich B<., (z) N Q, wobei B, (x) die offene
Kugel in R? bezeichnet (ebenfalls beziiglich der 2-Norm).

Nun setzt man einfach U := |J, . B<e, (z). Diese Menge ist offen in R?, weil sie eine Vereinigung
von offenen Mengen ist. Auferdem gilt offensichtlich C' C U und somit C C U N ). Anderseits ist

vne=({JBeea@) = J (Beea(@)n®) = Jy €l lly -2l <es} SC.

zeC zeC zeC

Also gilt C =UnNQ.
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3. INTEGRALRECHNUNG IN MEHREREN VERANDERLICHEN

Definition 3.3.6 (Positiv- und Negativteil von Funktionen). Sei d € N, sei Q C R?
und sei f: Q — [0,00). Dann definieren wir zwei Funktionen f*, f~ : Q — R durch

[T (@) := max{f(zx),0},
[~ (@) == max{—f(x),0}
fir alle x € Q.

Man beachte in der vorangehenden Definition, dass f~ = (—f)" gilt und dass
fT — f~ = f ist. Wenn f messbar ist, dann sind wegen Proposition auch fT
und f~ messbarE

Definition 3.3.7 (Das Lebesgue-Integral). Sei d € N, sei () # Q C R? messbar und
sei f:Q — R messbar.

(a) Sei f(€2) C [0,00). Dann nennt man

| raxai=sun gykkd@l([%ym))) neN, 0=yo<- - <y}
k=0

das Lebesgue-Integral oder kurz das Integral von f E man beachte, dass
Jo fdAg € [0, 00] gilt.

Zur Berechnung der Summe innerhalb der Menge verwenden wir die Konven-
tion 0 - 00 := 0.

(b) Sei f(2) C [0,00). Man nennt f integrierbar, falls [, fdA\g < oo gilt.

(c) Man nennt f integrierbar, falls f* und f~ integrierbar sind. In diesem Fall

nennt man
/fd)\d :z/f*d)\d—/f_d)\d
Q Q Q

das Lebesgue-Integral oder kurz das Integral von f.

Manchmal schreibt man anstelle von [, f d\g auch [, f(z) dAq(z).

Fiir das Lebesgue-Integral gelten zahlreiche Aussagen, die man anschaulich ge-
nauso erwarten wiirde. Wir fiihren diese in den folgenden beiden Theoremen auf und
verzichten an dieser Stelle auf die Beweise[l’]

Theorem 3.3.8 (Eigenschaften des Lebesgue-Integrals). Sei d € N, sei () # Q C RY
messbar und seien f,g: Q) — R messbar.

5Kénnen Sie dieses Argument im Detail ausfiihren?

16Wo in dieser Definition haben wir verwendet, dass f messbar ist?

17Zum einen kennen Sie viele dhnliche Aussagen nimlich bereits fiir das Riemann-Integral. Und
zum anderen werden wir auf diese Resultate in der Analysis 3 in deutlich groferer Allgemeinheit
eingehen. Fiir den Moment geht es uns nur darum einen Inegralbegriff zur Verfiigung zu haben, mit
dem wir im Rest der Analysis 2-Vorlesung moglichst effizient und flexibel arbeiten kénnen.
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3.3. Das Lebesgue-Integral

(a) Fiir jedes messbare Menge C C Q C R? gilt [, 1o dAg = Aa(C).

(b) Die Funktion f ist genau dann integrierbar, wenn |f|: Q — [0,00), x +— |f(x)]
integrierbar istE In diesem Full gilt dies sogenannte Fundamentalabschdtzung

'/Qfd/\d S/Qf\d)\d-

(c) Wenn f,g nur Werte in [0,00) annehmen and «, 8 € [0,00) gilt, dann ist

/Qaf—i-ﬁgd/\d:a/ﬂfd)\d—i-ﬁ/ggd/\d.

Falls f and g beliebige Werte in R annehmen und integrierbar sind und falls
a, B € R gilt, dann ist auch af + Bg integrierbar und es gilt diesselbe Formel.

(d) Sei C C Q C RY messbar. Falls f nur Werte in [0,00) annimmt, dann ist

/CfdAd iz/cf|cd)\d=/ﬂf]lc i

Falls f beliebige Werte in R annimmt und integrierbar ist, dann sind auch f 1o
and f|c integrierbar und es gilt dieselbe Formel.

(e) Sei f < g. Falls f und g nur Werte in [0,00) annehmen oder falls beiden
Funktionen integrierbar sind, gilt

/fdAds/gdAd.
Q Q

(f) Seien a,b € R mit a < b und sei h : [a,b] — R stetig. Dann ist h integrier-
bar und das Lebesgue-Integral von h stimmt mit dem Riemann-Integral von h

iibereint

Natiirlich mochten wir nicht nur iiber theoretische Eigenschaften von Integralen
sprechen, sondern wir mochten sie in konkreten Beispielen auch berechnen kénnen.
Fiir das Riemann-Integral konnten wir das héufig mit Hilfe des Hauptsatzes der
Differential- und Inegralrechnung tun. Integrale von Funktionen, die auf Teilmengen
von R? definiert sind, kann man mit Hilfe des folgenden #ufierst niitzlichen Satzes oft
auf Integrale {iber Funktionen mit nur einer Verénderlichen zuriickfiihren, um diese
dann mit Hilfe von Theorem [3.3.§(f)| zu berechnen.

¥ Warum ist | f| iiberhaupt messbar?

9Das stimmt iibrigens nicht nur fiir stetiges h, sondern allgemeiner, wenn h beschrinkt und
Riemann-integrierbar ist. Allerdings mussen man hier auf ein paar technische Subtilitdten achten
und den Begriff der Messbarkeit geringfiigig erweitern. Wir werden am Rande der Analysis 3 hierauf
zurlickkommen.

Fiir die meisten Anwendungszwecke reicht es aber vollig aus, dieses Resultat fiir stetige Funktio-
nen h zu kennen. Das Resultat ist ndmlich in erster Linie deshalb wichtig, weil wir zur Berechnung
von Riemann-Integralen eine konkrete Methode zur Verfiigung haben, namlich den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung; in diesem hatten wir aber ohnehin vorausgesetzt, dass der Inte-
grand stetig ist.

51



Vorlesung 13:
(Do, 22.05.)
beginnt mit
Theo-

rem

3. INTEGRALRECHNUNG IN MEHREREN VERANDERLICHEN

Theorem 3.3.9 (Berechnung durch Mehrfachintegration). Seien di,d2 € N und
d = dy + do. Auflerdem seien 1 C R4 und Q9 C R% messbar. Dann ist auch
0y x Q9 C R messbar@ Sei nun f: Q1 x Qo — R messbar.

(a) Fir jedes festes 1 € Q1 and jedes festes xo € Qo sind die Funktionen
f(,z2) : 1 = R und flzy, ) : Q=R
messbar.

(b) Falls fir jedes xo € Qo die Funktion f(-,x2) : Q1 — R integrierbar ist, dann
st die Abbildung Qs — R, x9 +— le f(z1,z2) dAg, (z1) messbar.

(¢c) Falls fir jedes xo € Qo die Funktion f(-,x2) : Q1 — R integrierbar ist und
falls f nur Werte in [0,00) annimmt, dann gilt

/ F() ddg(z) = / F(@r, 22) dAg, (21) dAg, (22). (3.3.1)
Q1 xQ9 Qo J

(d) Falls fiir jedes xo € Qo die Funktion f(-,x2) : Q1 — R integrierbar ist und
falls f integrierbar ist, dann gilt ebenfalls die Formel (3.3.1)).

(e) Alle vorangehenden Aussagen gelten ebenfalls, wenn man die Rollen von €
und Qo (und entsprechend von x1 und xa sowie von dy und da) vertauscht.

Theorem [3.3.9] ist unter den Namen “Satz von Fubini” oder “Satz von Fubini-
Tonelli” bekannt.

Lassen Sie uns die Verwendung der Theoreme [3.3.8] und [3.3.9] anhand eines ein-
fachen Beispiels illustrieren.

Beispiel 3.3.10 (Verwendung eines Mehrfach-Integrals). Es sei f : [0,1]? — R,
r +— (x1 — 22)3. Wir zeigen, dass f integrierbar ist und berechnen das Integral

Joz 17 @)] dAa(z).

Lésung. Die Funktion f ist steti@lﬂ und somit laut Proposition 3.3.4-1|(a) messbar.
Fiir alle z € [0,1]? gilt auBerdem |f(z)| < 1® = 1 und somit laut Theorem [3.3.§(e)]

und

/ ()] dda(z) < / Loy Do) = Ao([0,1]2) = 1 < .
0172

[0,1]?

Also ist f laut Theorem [3.3.§(b)| integrierbar.

20Das ist {ibrigens keineswegs offensichtlich.
2'Wenn wir R? mit einer Norm und [0, 1]? mit der hiervon induzierten Metrik ausstatten.
22Konnen Sie im Detail beweisen, weshalb f stetig ist?
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Nun berechnen wir f[o 12 |f(x)| dAa(z). Hierzu halten wir zunéchst die Variable
zo € [0,1] fest. Die Funktion f(-,z2) :[0,1] — R ist stetig. Laut Theorem [3.3.§(f)
ist die Funktion somit integrierbar und es gilt

((xg — 1)4 — x%) =: g(x2).

-

1
f(afl,l'g) d)\l (1’1) = / (1'1 — 1'2)3 da:l =
[0,1] 0

Wegen Theorem [3.3.9(d)| gilt
f(z) da(z) = / 9(22) da (22)

[0,1]2 [0,1]

1

1 ! 4 4 5 5
:4/0(952—1) —xQda;Q:%(—(—D -1°) =0,

wobei wir fiir die zweite Gleichheit erneut Theorem |3.3.§(f)| verwendet haben. [

3.4 Konvergenzssatze, uneigentliche Integrale und
Parameterintegrale

Beispiel 3.4.1 (Grenzwerte und Integrale vertauschen nicht). Auf der messbaren
Menge [0, 1] C R betrachten wir die Funktionenfolge (n Il(o 1 )n ey Diese Folge kon-

vergiert punktweise gegen die konstante Nullfunktion.lﬂ Allerdings gilt

[0,1] " n [0,1]

Man kann also Integral und Grenzwert nicht immer vertauschen!

Eine sehr schone Eigenschaft des Lebesgue-Integrals besteht darin, dass es aller-
dings sehr niitzliche Sétze gibt, die hinreichende Bedingungen dafiir angeben, dass
wir Integral und Grenzwert vertauschen diirfen. Wir beweisen den folgenden Satz an
dieser Stelle nicht@ sondern fokussieren uns anschliefend lieber auf einige Anwen-
dungen des Satzes.

Theorem 3.4.2 (Konvergenzssitze fiir Lebesgue-Integrale). Sei d € N, sei Q C R?
messbar und seien f, fn : Q@ — R messbar fir n € N. Auflerdem gelten f, — f
punktweise fir n — oo.

(a) Falls 0 < fo(z) < f(x) fir alle x € Q ist, dann gilt

/Q fudAg "= /Q fdxg. (3.4.1)

2Warum?
24Wie Sie sich vermutlich bereits denken kénnen, werden wir ihn in noch groferer Allgemeinheit
in der Analysis 3 beweisen.
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(b) Falls es eine integrierbare Funktion g : Q@ — [0, 00) mit der Eigenschaft | fn(z)| <
g(x) fir alle x € Q gibt, dann sind alle f,, und die Grenzfunktion f integrierbar
und es gilt ebenfalls (3.4.1)).

Mit Hilfe des vorangehenden Satzes kann man Integrierbarkeit einer Funktion
iiberpriifen, in dem Sie auf geeigenten Teilmengen Ihres Definitionsbereichs unter-
sucht:

Korollar 3.4.3 (Integrierbarkeit mittels Ausschopfung des Definitionsbereichs). Sei
Q C R? messbar und seien C; C Cy C ... messbare Teilmengen von £ mit UneN C, =
Q. Sei f: Q — R messbar. Falls es ein c € [0,00) mit [, |f| d\a < ¢ fir allen € N
gibt, dann ist f integrierbar und es gilt

fdrg "= / fdAg.
Ch Q

Beweis. Indem wir Theorem|3.4.2(a)|auf die Funktionenfolge (1¢, | f|)nen anwenden,
erhalten wir [q, | f| dAg = limy, 00 an |f| d\g < ¢, also ist f integrierbar.

Wegen |1¢, f| < |f| fir alle n € N kénnen wir nun Theorem [3.4.2(b)| auf die
Funktionenfolge (1¢, f)nen anwenden und erhalten hieraus die Behauptung. O

Riemann-Integrale hatten wir in der Analysis 1 nur fiir Funktionen definiert,
die auf abgeschlossenen beschrénkten Intervallen der Form [a,b] definiert sind. Das
Lebesgue-Integrale hingegen verlangt nur, dass die Funktion auf einer messbaren
Menge definiert ist. Man kann somit also zum Beispiel Funktionen betrachten, die
auf ganz R oder auf einem Intervall der Form [a,00) definiert sind. Mit Hilfe von
Korollar kann man das Lebesgue-Integral solcher Funktionen zum einem Grenz-
wert von Riemann-Integralen in Beziehung setzen:

Korollar 3.4.4 (Das Lebesgue-Integral iiber [a, 0o0) als uneigentliches Riemann-In-
tegral). Sei a € R und sei f : [a,00) — R stetig. Falls es ein ¢ € [0,00) mit
faa+" |f(x)| dx < ¢ fir alle n € N gibt, dann ist f integrierbar und es gilt

a+n
/ fdA = lim f(z)dz.
[a,oo) n—oo a
Beweis. Hierzu wendet man das Korollar auf die Mengen C,, := [a,a + n]
an. O

Beispiel 3.4.5 (Integral einer schnell fallenden Funktion). Sei f : [1,00) — R,
x — J. Dann ist f integrierbar und es gilt f[l ooy S dAL = 1.

Beweis. Da f nur Werte in [0,00) annimmt, ist |f(z)| = f(x) fur alle x € [1,00).
Fiir jedes n € N gilt

e Ln tn 1 1 2m1tn 1
[ @l = [ s = [ Sar=[- ) 1 <
1 1 1
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hier haben wir verwendet, dass wir Riemann-Integrale mit Hilfe des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung ausrechnen konnen (sofern wir eine Stamm-
funktion konkret ausrechnen). Somit ist f laut Korollar integrierbar und es
gilt

14+n 1
/ fd\ = lim f(z)dz = lim (1-— ) =1,
[1,00)

n—oo [y n—00 1+n
womit die Behauptung bewiesen ist. O

Nun kommen wir nochmal auf ein Thema aus der Analysis 1 zuriick: Mit Hilfe von
Integralen iiber [1,00) kann man Kriterien fiir die Konvergenz von Reihen angeben,
denn es gilt der folgende Satz:

Theorem 3.4.6 (Integralkriterium fiir Reihenkonvergenz). Sei f : [1,00) — [0, 00)
stetig@ monoton fallend und integrierbar. Dann ist die Reihe

n

(X rw)

konvergent Y|

Beweis. Da die Summanen f(k) alle grofer oder gleich 0 sind, miissen wir lediglich
zeigen, dass es eine reelle Zahl ¢ mit der Eigenschaft > ;| f(k) < c fiir alle n € N
gibt; siehe [4. |.

Wir wéhlen ¢ := f(1) + f[l o) fdA1. Sei nun n € N. Da f monoton fallend ist,
gilt 0 < 370y f(K) Iy ) (2) < f(2) fiir alle 2 € [1,00). Also ist

/ Fdn > / B) L1 dAs
loo 1,

=3 (k) / Ly dh = 3 F(8)
k=2 [1,00) k=2

=1

und somit >, f(k) <e. O

Wenn man Theorem mit Korollar kombiniert, hat man ein sehr niitzli-
ches Werkzeug um die Konvergenz vieler Reihen zu iiberpriifen. Wir kommen hierauf
in den Ubungen zuriick.

Als letzte Anwendung der Konvergenzséitze von Parameterintegralen erwdhnen

wir das folgendes Resultat iiber die stetige Abhéngigkeit eines Integrals von einem
reellen Parameter, welches man mit Hilfe von Theorem beweise kann.

25Genau genommen kann man die Annahme “stetig” hier einfach weglassen. Fiir den Beweis
geniigt ndmlich Messbarkeit von f und die Messbarkeit folgt wiederum daraus, dass f monoton
fallend ist. Darauf wollen wir an dieser Stelle aber nicht im Detail eingehen, deswegen nehmen wir
der Einfachkeit halber die Annahme “stetig” hinzu.

26 Anders ausgedriickt: Es ist > 5o, f(k) < oco.

55

Vorlesung 14:
(Mi, 28.05.)
beginnt mit
Theorem [3.4.6]
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Theorem 3.4.7 (Stetigkeit von Parameterintegralen). Sei Q C R? messbar, sei
(M,d) ein metrischer Raum und sei h : Q — [0,00). Sei f : M x Q@ — R eine
Funktion mit folgenden Figenschaften:

1) Fir jedes festes x € M sei die Funktion f(z, -):  — R messbar.

2) Fliir jedes feste w € Q sei die Funktion f(-,w): I — R stetig.

3) Es gelte |f(x,w)| < h(w) fir alle z € M und alle w € §.

(1)
(2)
(3)
(4)

Die Funktion h sei messbar und integrierbar.
Dann ist die Funktion M — R, z+— [, f(z,w)dA\g(w) stetigm

Ein analoges Resultat zu Theorem lasst sich auch iiber die Differenzier-
barkeit von Parameterintegralen zeigen; die Formulierung solch eines Satzes ist aber
etwas technischer. wir verzichten an dieser Stelle darauf und verweisen bei Interesse
auf die Literatur, zum Beispiel auf |3, Kapiel 11, Satz 2 auf S. 128-129].

2"Wieso nennt man dieses Integral Parameterintegral?
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Kapitel 4

Differentialrechnung in mehreren
Veranderlichen

4.1 Ableitung von Funktionen in mehreren
Veranderlichen

Vorl 15:
In diesem Abschnitt seien stets ¢,d € N und R® und RY seien mit der 2-Norm (F",r,egsé’%%_)

ausgestattet. beginnt mit
Definition [£.1.1]

Definition 4.1.1 (Totale Differenzierbarkeit). Sei  C R€ offen, sei z €  und sei
f:Q— R

(a) Die Funktionen f heift total differenzierbar oder kiirzer differenzierbar
im Punkt z, falls es eine Matrix A € R%*¢ derart, dass die durch

fly) = flx)+ Ay — x) + e(y) fiir alle y € Q

definierte Funktio e : Q — R? die Bedingung % = 0firy—>x erfiillt
2

In diesem Fall nennt man A die Ableitung oder das totale Differential von
f im Punkt z und schreibt A =: (Df)(x) = Df(x).

Manchmal wird die Ableitung Df(x) auch als die Jacobi-Matrix von f im
Punkt 2 bezeichnet und mit dem Symbol J¢(zx) bezeichnet.

(b) Im Fall d = 1 liegt Df(z) in R*¢, ist also ein Zeilenvektor. Seinen transpo-

nierten Vektor — also den Spaltenvektor (D f (w))T € R® — bezeichnet man auch
als den Gradienten von f im Punkt z und notiert ihn als

T
(Df(2)" = Vf(@).
Das Symbol “V” spricht man als “Nabla” aus.

! Anders ausgedriickt: Es ist e(y) := f(y) — f(z) — A(y — =) fiir alle y € .
ZWobei in diesem Fall mit y — = gemeint ist, dass man y aus 2 \ {z} nimmt und gegen z laufen
l&sst.
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4. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VERANDERLICHEN

(c) Die Funktion f heift total differenzierbar oder kiirzer differenzierbar,
falls sie in jedem Punkt x € Q total differenzierbar ist. In diesem Fall heifst die
Abbildung Df : Q — R¥¥¢, 2+ Df(z) die Ableitung von f.

Man nennt die Funktion f stetig differenzierbar oder C!, falls sie total
differenzierbar ist und Ihre Ableitung Df : Q — R stetig ist.

Die Eindeutigkeit der Matrix A in Definition [4.1.1a)| folgt aus der Offenheit der
Menge (2, die wir in der Definition angenommen hatten. Das diskutieren wir in einer
Ubungsaufgabe im Detail.

Beispiele 4.1.2 (Affine Abbildungen sind total differenzierbar). Seien A C R4x¢
und b € R?, und sei f : R® — R? x + Az + b. Dann ist f total differenzierbar und
fiir jedes © € R¢ gilt Df(x) = A

Beweis. Sei x € R¢. Dann gilt fiir alle y € R¢

e(y) == f(y) — f(z) — A(ly —z) =0,

Somit gilt % =0 — 0 fir y — z. Also ist f im Punkt x total differenzierbar mit
2

Df(x) = A. O

Selbst fiir so harmlose Funktionen wie f : R? — R, 2 — x1x9 ist es erstaunlich
aufwendig, die totale Differenzierbarkeit direkt anhand der Definition nachzupriifen.
Deshalb gehene wir anders vor: Wir beweisen zunéchst ein paar theoretische Sétze
und verwenden diese dann um die totale Differenzierbarkeit von konkreten Funktio-
nen zu zeigen (und um ihre Ableitung auszurechnen).

Proposition 4.1.3 (Eigenschaften des totalen Differentials). Seien ¢,d,e € N und
set 2 C R€ offen.

(a) Sei x € Q und seien f,g: Q — R im Punkt x differenzierbar. Dann ist fiir
alle o, B € R auch die Funktion af + g : Q — R% im Punkt x differenzierbar
und es gilt

D(af + Bg)(x) = aDf(x) + BDg(x).

(b) Seix € Q, sel Q CRY offen, sei f:Q — Q CRY differenzierbar im Punkt
und set g : Q — R® differenzierbar im Punkt f(x). Dann ist auch gof : £ — R®
differenzierbar im Punkt x und es gilt die sogenannte K ettenregeﬁ

D(go f)(x) = Dg(f(z)) Df(x).

3Es ist eine gute Idee sich an dieser Stelle klar zu machen, weshalb die GroRen der Matrizen in
dieser Formel iiberhaupt zusammenpassen: Es gilt D(g o f)(z) € R®*¢ sowie Dg(f(z)) € R**? und
Df(x) € R?*¢, Also kann man die beiden letztgenannten Matrizen tatsichlich multiplizieren und
ihr Produkt liegt in R®*¢.
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(c) Seix € Q und sei f:Q — R Wir schreiben f als

fi
F=| "
i
fir Funktionen f1, fao,..., fq: Q2 — R. Esist f genau dann total differenzierbar
im Punkt x, wenn alle Funktionen f1, fo, ..., fq im Punkt x total differenzierbar
sind, und in diesem Fall gz’lﬁ
Dfi(z)
Df(z) = sz:(iv)
Dfale)

Beweis. @ und @ Den Beweis dieser Aussagen kann man analog zur Analysis 1
fithren, siehe |4, Theorem 5.1.8|.

Diese Aussage kann man mit Hilfe von Deﬁnition@ direkt nachrechnen. Wir
verzichten an dieser Stelle auf die Details. O

In Proposition [4.1.3{(c)| erkennen Sie ein Prinzip, dass Sie in der Analysis 2 schon
mehrmals gesehen haben: Funktionen mit Werten in R? kann man oft behandeln,
indem man sie in ihre Komponentenfunktionen aufteilt, die alle nach R abbilden. In
vielen (aber nicht in allen) Fillen besteht deshalb die wirkliche Quintessenz eines
Resultats daran zu verstehen, was im R-wertigen Fall passiert. Das “Mehrdimensio-
nale” an der Analysis 2 ist in erster Linie der mehrdimensioanle Definitionsbereich
von Funktion, nicht so sehr der mehrdimensionale Wertebereich[J]

Ubrigens zeigt Proposition dass die Definition der totalen Ableitung
(Definition mit unserer Definition der Ableitung von Kurven (Definition
konsistenz ist. Eine Kurve 4 : I — R? und somit genau dann differenzierbar in einem
Punkt ¢ € I, wenn sie im Punkt ¢ total differenzierbar ist, und in diesem Fall gilt

¥(t) =Dy (t). (4.1.1)

All dieser netten Beobachtungen zum Trotz haben wir bishier immer noch keine
Moglichkeit, um fiir interessante Funktionen nachzupriifen, ob sie total differenzier-
bar sind und gegebenenfalls ihre Ableitung auszurechnen. Diese Méglichkeit gibt uns
die folgende Definition und das nachfolgende Theorem [4.1.6]

“Machen Sie sich auch hier wieder die GroRen aller beteiligten Matrizen klar: Die Matrizen
Dfi(z), ..., Dfa(z) sind aus R**¢, sind also Zeilenvektoren der Linge c. Um die Matrix Df(z) €
R¥*€ zu erhalten, “stapelt” man alle d dieser Zeilenvektoren untereinander.

5Nehmen Sie diese Aussage aber auch nicht zu wortlich. Ein mehrdimensionaler Wertebereich
kann durchauch auch zu interessanten Effekten fithren. Zum Beispiel sind Kurven ja nur deshalb
in der Lage, die Bahn von bewegten physikalischen Objekten zu beschreiben, weil sie Werte im R?
annehmen.
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Definition 4.1.4 (Richtungsableitungen und partielle Ableitungen). Sei ¢ € N, sei
Q C R offen, seixEQundseif:Q—)Rﬁ

(a) Sei r € R\ {0} und sei § > 0 so klein, dass = + tr € Q fiir alle t € (—6,0)
giltm Man sagt, dass f im Punkt z in Richtung r differenzierbar ist, falls
die Funktion

a:(=6,0) =R, t— f(x+tr)
im Punkt O differenzierbar ist. In diesem Fall nennt man die Zahl

. _fla+tr) — flz)
a(0) = fim t

=0, f(zx) eR
die Richtungsableitung von f im Punkt z in Richtung r.

(b) Sei k € {1,...,c} und sei e, € R® der k-te kanonische Einheitsvektor. Wenn
f im Punkt x in Richtung ej differenzierbar ist, dann nennt man f partial
differenzierbar nach der k-ten Variablen; in diesem Fall schreibt man

8ekf($) = akf(‘r)
und nennt diese Zahl die k-te partielle Ableitung von f im Punkt z.
Oft benutzt man fiir die k-te partielle Ableitung von f im Punkt z auch die
Notation %f(m).

(¢) Man nennt f partiell differenzierbar im Punkt z, wenn f im Punkt x fir
jedes k € {1,...,c} partiell differenzierbar nach der k-ten Variablen ist.

(d) Man nennt f partiell differenzierbar, wenn f in jedem Punkt aus € partiell
differenzierbar ist. Wenn zusétzlich alle partiellen Ableitungen 0:f,...,0.f :
Q0 — R stetig ist, dann nennt man f stetig partiell differenzierbar.

Wenn Q C R? offen ist, z € Q gilt und f : Q — R gilt, dann folgt sofort aus
Definition 4.1.4(b)| dass f genau dann im Punkt = nach der ersten Variablen partiell
differenzierbar, wenn der Schnitt

fl za o xe) s (1 —6,x1+90) = R, y1 = fy1,xo,...,2)

(fiir gentigend kleines 0) differenzierbar im Punkt 2 ist; in diesem Fall ist

81.]0(1:17332; ce 7x6)

einfach die Ableitung von f( -, z2,...,z.) im Punkt z;. Um partielle Differenzierbar-
keit von f nachzupriifen und gegebenenfalls die partiellen Ableitungen zu berechnen,
muss man als lediglich Differenzierbarkeit und Ableitungen in einer Verénderlichen
iiberpriifen — und damit haben Sie aus der Analysis 1 bereits viel Ubung.

5Die Begriffe in dieser Definition kann man auch fiir Funktionen mit Werte in R? einfithren. Aber
wie nach Proposition besprochen, fiihrt Teil dieser Definition dazu, dass der skalarwertige
(das heiftt R-wertige) Fall besonders relevant ist. Um die Dinge so einfach wie moglich zu halten,
beschréanken wir uns in dieser Definition deshalb auf den skalarwertigen Fall.

"Ein solches § existiert wegen der Offenheit von Q und der Stetigkeit von ¢ — = + tr.
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Beispiel 4.1.5 (Partielle Ableitungen einer Funktion). Sei f : R? — R, z + x122.
Fiir jedes festes x2 € R ist der Schnitt

f(-,wg):R%R, T = X122

ein Polynom (mit der Variablen z1) und somit stetig differenzierbar. Analoges gilt,
wenn man stattdessen z; festhélt und zo als Variable verwendet. Also ist f stetig
partiell differenzierbar. Die partiellen Ableitungen f an einem Punkt z € R? sind

O f(z1,22) =z und Oof(z1,x2) = 1.
Auf dieses Beispiel kommen wir in Kiirze in Beispiel noch einmal zuriick.

Der Witz ist nun, dass man stetige totale Differenzierbarkeit von Funktionen
durch stetige partielle Differenzierbarkeit charakterisieren kann. Das ist der Inhalt
des folgendes Theorems.

Theorem 4.1.6. Sei c € N und sei 2 C R® offen.

(a) Sei f:Q — R. Die Funktion f ist genau dann stetig total differenzierbar wenn
sie stetig partiell differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

Df(z) = (01f(z) ... Ocf(2))
fur alle x € Q.

(b) Allgemeiner gilt folgendes: Sei d € N und sei

il

f Q0 — RY

Ja
fur skalarwertige Funktionen fi,...,fq : R — Q. Es ist f genau dann stetig

total differenzierbar wenn sie stetig partiell differenzierbar ist. In diesem Fall
gilt

alfl(x) s 8cfl(x)
Df(x) = e ..
81fd(:L’) NN 8cfd(a:)
fiir alle x € Q.
Beweis. @“:ﬁ’ Diese Implikation besprechen wir weiter unten in Proposition m
allgemeiner fiir alle Richtungsableitungen.

“«<=" Dies ist die “interessante” Implikationen in dem Sinne, dass man sie in vielen
konkreten Beispielen verwendet um zu zeigen, dass eine Funktion tatséchlich total
differenzierbar ist. An dieser Stelle verzichten wir aus Zeitgriinden auf den Beweis
und verweisen stattdessen auf die Literatur, siehe zum Beispiel [2, §6, Satz 2 auf
S.79].

[(b)] Dies folgt mit Hilfe von Proposition aus |(a)| O]
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Die Implikation von partieller Differenzierbarkeit zu totaler Differenzierbarkeit
stimmt im Allgemeinen nicht mehr, wenn man die Annehme, dass die partiellen
Ableitungen stetig sind, weglésst. Ein Gegenbeispiel hierzu besprechen wir in den
Ubungen.

Theorem [£.1.6]spielt fiir die Differentialrechnung in mehreren Verénderlichen eine
ghnliche Rolle wie Theorem fiir die Integralrechnung in mehreren Verédnderli-
chungen: Es erlaubt uns die Situation in mehreren Verénderlichen auf die Situation in
einer Veranderlichen zuriickzufiihren. Lasen Sie uns das nochmal anhand der Funk-
tion aus Beispiel [{.1.5] veranschaulichen:

Beispiel 4.1.7 (Totale Ableitung und Gradient einer Funktion). Sei f : R? — R,
x +— x129. Diese Funktion ist laut Beispiel stetig partiell differenzierbar mit

O f(x) =z und Osof(z) =21
fiir alle z € R2. Laut Theorem ist f somit auch stetig total differenzierbar und

ihre Ableitung und ihr Gradient an einem Punkt = € R? sind gegeben durch

Df(z)= (01 f(z) Oaf(x)) = (z2 1) und somit Vf(x) = (1’2) .

I

Wie in der Analysis 1 kann man auch fiir Funktionen, die von mehreren Verénder-
lichen abhéngen, eine Produktregel beweisen. Es wird Sie auf den ersten Blick viel-
leicht etwas iiberraschen, dass man diese aus der Kettenregeln und aus Beispiel
herleiten kann:

Proposition 4.1.8 (Produktregel). Sei ¢ € N, sei Q C R offen und sei x € Q.

(a) Seien g1,g2 : Q@ — R im Punkt x differenzierbar. Dann ist auch das Produkt
g192 : Q = R im Punkt x differenzierbar und es gilt

D(g192)(%) = g1(x)Dga(x) + g2(x)Dg1 ().

(b) Allgemeiner gilt folgendes: Seien g1,go : Q@ — R im Punkt x differenzierbar.
Dann ist auch die Abbildung g g2 : Q@ — R im Punkt x differenzierbar und es
gilt

T _ T T
D(g1 92)(x) = g1(x) " Dga2(x) + g2(x) " Dga ().

Beweis. Sei f:R%2 = R, y — y1y2 und sei

g1 2
= : Q) — R
I (92)

Dann ist g1g2 = f og. Laut Proposition [4.1.3(c)|ist g differenzierbar im Punkt z mit
Dgy (:U))
Dg(z) =
9() <D92($)
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und laut Beispiel ist f auf ganz R? total differenzierbar und hat an jedem Punkt
y € R? die Ableitung

Df(y) = (y2 ).

Also ist laut Proposition 4.1.3(b)| auch die Hintereinanderausfithrung ¢g1g2 = fog
differenzierbar im Punkt x und besitzt dort die Ableitung

D(g192)(z) = D(f o g)(z) = (Df)(g(x)) - (Dg)(x)
~(06) 1) (p2)) = 220D (0) + 1 (0)Dea(o)
Also ist @ bewiesen.
@ Den Beweis kann man analog zum Beweis von @ fiihren. O

Wenn eine Abbildung total differenzierbar ist, dann ist sie auch in jede Richtung
differenzierbar. Das zeigen wir in der folgenden Proposition.

Proposition 4.1.9 (Richtungsableitungen von total differenzierbaren Funktionen).
Sei c € N, sei Q C R offen und x € Q. Sei f : Q@ — R total differenzierbar im
Punkt x. Dann ist fiir jedes r € R\ {0} die Funktion f im Punkt x in Richtung r
differenzierbar und es gilt

Orf(x) = Df(2)r.
Beweis. Sei r € R®\ {0}. Fiir geniigend kleines § > 0 betrachten wir die Kurvd
vi(=0,0) = Q, twx+tr

Diese ist differenzierbar mit 4(¢) = r fiir alle t € (—0,0). Somit ist, siche For-

mel (I11),
DA(0) = 4(0) = r.
Laut Definition |4.1.4f(a)| miissen wir zeigen, dass die Abbildung
a:(=0,0) >R, tw flx+tr)

im Punkt 0 differenzierbar ist und dort die Ableitung D f(z)r besitzt.

Da a = f o~ gilt und f laut Voraussetzung im Punkt v(0) = z total differen-
zierbar ist, ist « laut Proposition im Punkt O ebenfalls differenzierbar und
erfiillt die Kettenregel

@(0) = Da(0) = Df(7(0))Dy(0) = Df (z)r.

Somit ist die Behauptung gezeigt. O

8Warum muss man § gegebenenfalls sehr klein withlen, damit die Definition dieser Kurve Sinn
ergibt?
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Mit Hilfe der Richtungsableitung kann man dem Gradienten einer Funktion eine
interessante geometrische Interpretation geben. Erinnern Sie sich daran, dass fir zwei
Vektoren z,y € R¢ das Standard-Skalarprodukt definiert ist als

Cc
(z]y) = Zﬂfkyk-
k=1

Mit Hilfe der Matrixmultiplikation, die Sie in der Zwischenzeit in der Linearen Al-
gebra 1 kennengelernt haben, kann man diese Formel auch kurzer als Produkt eines
Zeilen- und eines Spaltenvektors schreiben: Es gilt

(z|y)=2"y=y"z

Korollar 4.1.10 (Richtung des steilsten Anstiegs). Sei ¢ € N, sei  C R¢ offen
und set x € 2. Sei f:Q — R total differenzierbar im Punkt x. Wir verwenden die
Abkiirzung g == Vf(z) = (Df(x))T € RC. Fiir alle weiteren Vektoren r € R® mit
I7lly = llglly gilt dann

O f(x) < 9y f (@),

das heifst der Gradient g = V f(x) gibt diejenige Richtung an, in die f von x aus
betrachtet am schnellsten ansteigt.

Beweis. Wegen Df (z) = (Vf(x))T = g7 gilt laut Propositionm
O, f(z) =Df(x)r=g'r=(g]|r)
und analog dazu
0yf(x) = (g 19) = llgll3-
Also erhalten wir aus der Cauchy—Schwarz-Ungleichung (Lemma
Orf(@) = (g1 7)< Ig )] < lgllylIrlly = lgll3 = 85 (),

wobei wir verwendet haben, dass jede reelle Zahl kleiner oder gleich ihrem Betrag
ist und dass laut Voraussetzung ||r||, = | g, gilt. O

4.2 Zweite Ableitung und lokale Extreme

Theorem |4.1.6(a)| rechtfertigt Teil @ der folgenden Definition.

Definition 4.2.1 (Einfache und zweifache stetige differenzierbarkeit). Sei Q@ C R€
offen und sei f: Q — R.

(a) Wenn die Funktion f stetig partiell differenzier (4quivalent dazu: stetig total
differenzierbar) ist, dann nennt man f auch kurz stetig differenzierbar.
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4.2. Zweite Ableitung und lokale Extreme

(b) Man nennt die Funktion zweimal stetig differenzierbar oder kurz C?2, wenn
Sie stetig differenzierbar ist und all Thre partiellen Ableitungen 0:f,...,d.f
ebenfalls stetig differenzierbar sind.

Das folgende Resultat nennt man auch den Satz von Schwarz.

Theorem 4.2.2 (Vertauschen partieller Ableitungen). Sei Q@ C R offen und sei
f:Q = R zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt fir alle j, k € {1,...,d} und alle
x € Q die Gleichheit

0jOf(x) = 0k0; f ().

Beweis. Wir verzichten an dieser Stelle auf den Beweis und verweisen stattdessen
auf die Literatur, zum Beispiel auf [2, §5, Satz 1 auf S. 68]. O

Definition 4.2.3 (Hesse-Matrix). Sei 2 C R offen und sei f : Q@ — R zweimal
stetig differenzierbar. Fiir jedes x € {2 nennt man die Matrixﬂ

6181]’(95) e 6081f(:p)
Hf(z) :== (D(V))(x) = : :
NMOcf(x) ... 0.0.f(x)

die Hesse-Matrix von f an der Stelle x.

Mit Hilfe der Hessematrix kann man die zweite Ableitung von f entlang von
Strecken ausdriicken:

Proposition 4.2.4 (Zweite Ableitung von Funktionen entlang von Strecken). Sei
Q C R offen und sei f: Q — R zweimal stetig differenzierbar. Sei I C R ein offenes
Intervall und sei v : I — € eine Kurve, die eine Strecke parametrisiert, das heifst,
es sei

y(t) =a* +tr

fiir zwei Vektoren x*,r € R® und alle t € I: Dann ist auch f o~y zweimal stetig
differenzierbar und hat die zweite Ableitung
d? T
@(f oy)(t) =r" Hf(y(t)) r

fiir jedes t € I.

9Manchmal (oft?) schreibt man anstelle von Hf(x) auch Hy(x), was sich an der Notation J ;(z)
fiir Jacobimatrix orientiert (siche Definition [4.1.1j(a)l Wir verwenden die Notation Hf(x), weil sie
sich eher an der Notation D f(z) orientiert.
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4. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VERANDERLICHEN

Beweis. Aus der Kettenregel erhilt man, dass f o~y stetig differenzierbar ist mit

d . T
3 (FeN® =Df((1) (1) = (VF(x(1) 7 =r" VI((1)).
fiir alle t € I. Weil f eine C?-Funktion ist, ist ¢ — V f(y(t)) aufgrund der Kettenregel
differenzierbar und es gilt fiir alle t € T

CV7(1(1) = (DY) (1) = Hi (1) .

Aufgrund der Produktregel in Proposition [4.1.§(b)| erhalten wir somit, dass ¢ —

%( fo)(t) differenzierbar ist und die Gleichung

d2

o) =" SVFG(1) = T HI ()

fiir alle t € I gilt. O
Wir benétigen die folgenden Begriffe aus der linearen Algebra:

Definition 4.2.5 (Symmetrie und positive (Semi)Definitheit von Matrizen). Sei
c € Nund A € Re*€.

(a) Die Matrix A heift symmetrisch, falls ihre Eintrige die Bedingung Aj;, = Ay;
fir alle j,k € {1,...,¢c} erfﬁllenE Anders ausgedriickt: A ist genau dann
symmetrisch, wenn A = A" gilt, das heift, wenn A gleich seiner transponierten
Matrix ist.

(b) Sei A symmetrisch. Dann nennt man A positiv definit, falls 7 Az > 0 fiir
alle » € R®\ {0} gilt{"!{ man nennt A positiv semidefinit, falls 7 Az > 0 fiir
alle x € R¢\ {0} gilt

(c¢) Sei A symmetrisch. Negative Definitheit und negative Semidefinitheit sind ana-
log definiert; aukerdem nennt man A indefinit, falls A weder positiv semide-
finit noch negativ semidefinit ist.

Bemerkung 4.2.6 (Die Hesse-Matrix ist symmetrisch). Sei @ C R¢ offen und
f : Q — R zweimal stetig differenzierbar. Fiir jedes x €  ist die Hesse-Matrix
Hf(x) € R symmetrisch. Das ist genau die Aussage des Satzes von Schwarz

(Theorems {4.2.2)).

OFiir verwenden die Notation Aj, fiir den Eintrag von A in der j-ten Zeile und k-ten Spalte.
Anders ausgedriickt: Sie miissen in der Matrix 7 Schritte noch unten und k-Schritte nach rechts
gehen um den Eintrag Ajx zu erhalten.

"Beachten Sie, dass 2T = (x | Ax) ist, das heifit Positive Definitheit bedeutet, dass (z | Az) > 0
fiir alle x € R gilt.

12Bei der Definition positivier Semidefinitheit kann man genauso gut auch fordern, dass ™ Az >
0 fiir alle z € R® gilt. Warum ist das so?
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In der linearen Algebra werden Sie lernen, dass mit positive und negative (Se-
mi)Definitheit einer symmetrischen Matrix A € R®*¢ mit Hilfe der sogenannten
Eigenwerte von A charakterisieren kann. Fiir 2 x 2-Matrizen gibt es aufserdem das
folgende sehr einfache Kriterium fiir diese Eigenschaften:

Proposition 4.2.7 (Positive (semi-)Definitheit in Dimension 2). Sei A € R?*2

symmetrisch, das heif$t es ist
An A12>
A =
<A21 Ao

(a) Die Matriz A ist positiv definite genau dann, wenn det(A) := A1 Asa—A A >
0 und tr(A) := A1 + Agg >0 giltB

mit Ajg = Aoq.

(b) Die Matriz A ist positiv semidefinit genau dann, wenn det(A) > 0 und tr(A) >
0 gult.

Beweis. Auf einen Beweis verzichten wir an dieser Stelle. Der Beweis ldsst sich spéter
relativ leicht fiithren, wenn Sie in der Linearen Algebra gelernt haben, was Eigenwer-
te von Matrizen sind und wie diese mit positiver (Semi-)Definitheit sowie mit der
Determinante und Spur einer Matrix zusammenh&ngen. O

Definition 4.2.8 (Lokale Extremstellen). Sei M C R€, sei z* € M und f: M — R.

(a) Man nennt z* eine lokale Maximalstelle von f, falls es ein € > 0 gibt mit
der Eigenschaft

flx) < f(2¥) fir alle z € M N B (z%).

Man nennt z* eine lokale strikte Maximalstelle von f, falls es ein € > 0
gibt mit der Eigenschaft

f(z) < f(z¥) furalle x € M N Beg(x™) mit z # 2.

(b) Lokale Minimalstelllen und strikte lokale Minimalstellen sind analog definiert.

(¢) Man nennt z* eine lokale Extremstelle von f, falls 2* eine lokale Maximal-
stelle oder eine lokale Minimalstelle von f ist.

Aus der Analysis 1 wissen Sie, dass man mit Hilfe der ersten und zweiten Ab-
leitung einer Funktion ein hinreichendes Kriterium dafiir angeben kann, dass ein
Punkt eine lokale Minimalstelle oder Maximalstelle einer Funktion ist. Propositi-
on legt nahe, dass ein dhnliches Resultat auch fiir Funktionen in mehreren
Verénderlichen gilt, wenn man die zweite Ableitung durch die Hessematrix ersetzt.
Das ist tatséchlich der Fall:

13Ubrigens ist die Zahl det(A) die sogenannte Determinante von A und die Zahl tr(A) die
sogenannte Spur von A (“Spur” heifit auf Englisch “trace”, das erklart die Notation tr). Uber diese
Zahlen — insbesondere iiber die Determinante — werden Sie in der Linearen Algebra mehr lernen.
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Theorem 4.2.9 (Lokale Extremstellen). Sei @ C R¢ offen, sei z* € Q und f: Q —
R.

(a) Wenn f im Punkt x* total differenzierbar ist und x* eine lokale Extremstelle
von f ist, dann gilt Df(x*) = OE

Fiir den Rest des Theorems sei f zweimal stetig differenzierbar.

(b) Wenn Df(x*) =0 gilt und Hf(z*) positiv definit istﬂ dann ist * eine lokale
strikte Minimalstelle von f.

(c) Wenn Df(z*) = 0 gilt und Hf (z*) negativ definit ist, dann ist z* eine lokale
strikte Mazimalstelle von f.

Beweis. Sei f im Punkt z* total differenzierbar und sei x* eine lokale Extremstelle
von f. Wir betrachten einen beliebigen, festen Vektor » € R¢\ {0} und zeigen, dass
Df(z*)r =0 gilt.

Wihle § > 0 so kleine, dass z+tr € Q fiir alle t € (=4, d) gilt; solch ein § existert,
weil Q) offen ist. Die Abbildung

a: (=0,0) =R, tw f(z+tr),

ist dann wegen Proposition in 0 differenzierbar und besitzt in 0 ein lokales
Minimum. Aus der Analysis 1 wissen Sie, dass somit &(0) = 0 gilt. Indem wir die
Formel aus Proposition fiir die Richtungsableitung verwenden, erhalten wir

0=a(0) =9, f(z*) = Df(«")r,

womit die Behauptung gezeigt istE
(b)| Fiir den Beweis verweisen wir beispielsweise auf [2, Satz 4 in Kapitel 7 auf
Seite 95].
Dieses Resultat erhilt man, indem man @ auf die Funktion —f anwendet.
O

Auf Hausaufgabenblatt 10 werden Sie eine notwendige Bedingung fiir lokale Ex-
trema kennen lernen, die nicht in einer offenen Menge liegen.

Definition 4.2.10 (Konvexe Mengen und Funktionen).

(a) Eine Menge M C R¢ heifit konvex, falls fiir alle z,y € M auch die Verbin-
dungsstrecke

{1-t)z+yt| te0,1]}
in M liegt.

1 Kquivalent dazu ist natiirlich V f(z*) = 0, n denn V f(z*) ist schlicht nur der transponierte
Vektor von D f(z™).

5Beachten Sie, dass diese Voraussetzung Sinn ergibt, da die Hessematrix D f(z*) aufgrund des
Satzes von Schwarz (Theorem @ symmetrisch ist; siehe Bemerkung

% Finen Augenblick: Weshalb folgt aus der Gleichung Df(z*)r = 0 fiir alle » € R®\ {0}, dass
Df(z*) =0 gilt?

68



4.3. Taylorentwicklung

(b) Sei M C R€ konvex und sei f : M — R. Die Funktion f heifst konvex, falls
fir alle z,y € M and alle t € [0, 1] die Ungleichung

F((L=t)z+ty) < (1—-t)f(z) +1f(y)
giltm Die Funktion f heiftt konkav, wenn — f konvex ist.

Proposition 4.2.11 (Konvexitit via zweiter Ableitung). Sei Q@ C R offen und
konvexr und sei f : Q@ — R zweimal stetig differenzierbar. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) Die Funktion f ist konvex.
(b) Fir alle v € Q2 ist die Hessematriz Hf (z) positiv semidefinit.

Beweis. Das folgt mit Hilfe von Proposition [£.2.4] aus dem entsprechenden ein-
dimensionalen Resultat der Analysis 1. O

4.3 Taylorentwicklung

In Analysis 1 haben wir zwei verschiedene Restglieddarstellungen fiir die Taylorent-
wicklung gesehen. Eine der beiden — aus Aufgabe 5 auf Hausaufgabenblatt 14 in der
Analysis 1 — wiederholen wir in folgendem Theorem noch einmal.

Theorem 4.3.1 (Wiederholung: Taylorentwicklung mit Integral-Restglied). Sein €
No, sei I C R ein Intervall mit mehr als einem Punkt und sei f : I — R (n+1)-mal
stetig differenzierbar. Sei x* € I. Dann gilt

f@ =3 I e Lo as

k! .
k=0

fiir alle x € 1.

Der Sinn von Taylorentwicklungen wird etwas klarer ersichtlich, wenn man das
vorangehende Theorem benutzt um zu zeigen, dass sich manche Funktionen als Reihe
darstellen lassen.

Korollar 4.3.2 (Taylorreihe). Sei I C R ein Intervall mit mehr als einem Punkt
und sei f : I — R beliebig oft diﬁerenzz’erbar@ Seien x*,x € I. Falls

;'/ (2 — )" f" ) (s)ds — 0

"Das ist dquivalent dazu, dass die Menge in R°*!, die oberhalb das Graphen von f liegt, konvex
ist (diese Aquivalenz ist anschaulich sehr eingéingig; wenn man sie wirklich prizise beweisen will,
muss man aber ein kleines bisschen Arbeit in den Beweis stecken).

18Beliebig oft differenzierbar bedeutet, fiir jedes n € N ist f n-mal differenzierbar.
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fir n — oo gilt, dann ist

Die Bedingung, dass der Integralterm fiir n — oo gegen 0 konvergiert, wirkt auf
den ersten Blick etwas technisch, lasst sich aber manchmal gut nachpriifen, wie man
im folgenden Beispiel sehen kann. Falls Sie spéter eine Einfiihrung in die Funktionen-
theoriﬂ horen, werden Sie feststellen, dass diese Bedingung fiir viele Funktionen
sogar automatisch erfiillt ist und auf recht {iberraschende Weise damit zusammen-
héng, wie man den Definitionsbereich der Funktion in die komplexe Ebene fortsetzen
kann.

Beispiel 4.3.3 (Taylorreihen von Sinus und Kosinus). Aus Korollar erhdlt man
(fiir z = x*) leicht, dass

sin(z) = i(—l)’“ig’ﬁk+1
i (2k +1)!
e sz
und  cos(z) = kzo(—nk(%)!

fiir alle z € R gilt. Alternativ kann man diese Formeln aus der Definition von Sinus
und Kosinus mithilfe der komplexen Exponentialfunktion herleiten (damit kann man
schen, dass diesselben Formeln sogar fiir alle € C gelten).

Bemerkung 4.3.4 (Mechrdimensionale Taylor-Entwicklung). Ahnlich wie im ein-
Dimensionalen kann man auch fiir Funktionen in mehreren Variablen eine Taylor-
Entwicklung angeben. Diese ist etwas komplizierter als in einer Variable. Wir be-
schrianken uns an dieser Stelle darauf, sie bis zum Grad 2 anzugeben, denn fiir diesen
Fall kann man sie gut mit Hilfe der Hesse-Metrix ausdriicken.

Sei 2 C R€ offen, sei f : Q@ — R eine Funktion, die “gentigend glatt” ist (sagen
wir der Einfachkeit halber, f sei C3) und sei z* € Q. Dann gibt es eine Funktion
es : 2 — R derart, dass

£(&) = F@) + (DHE) @ - a) + o =2V - a) + ea(a)

fiir alle 2 € Q gilt und derart, dass [ea(z)]| fiir & — z* schneller als ||z — 2*||3 gegen
0 konvergiert.

Es ist hilfreich, diese Formel mit der ein-dimensionalen Situation zu vergleichen:
Wenn ) C R ein Intervall ist, dann lautet die entsprechende Formel

fl@) = f(@") + f'(@") (@ —2") + %f”(a;*)(a; —2")? + ex(w)

19 Auch genannt: Komplexe Analysis.
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fir alle z € Q. Wenn Sie die Terme
1 1/ % *\ 2 1 *\T * *
o f (@) (@ — ) und o (z —27) T Hf(z7)( - 27)

vergleich, sollten Sie sich klarmachen, weshalb die Ausdriicke (z —2*)T und (x — z*)
links und rechts der Hessematrix stehen, damit die Dimensionen fiir die Matrixmul-
tiplikation zusammenpassen.

4.4 Das Newton-Verfahren, implizit definierte
Funktionen und der Umkehrsatz

Bevor wir zu den Hauptresultaten dieses Abschnitts kommen, sprechen wir iiber das
Newton-Verfahren, mit dessen Hilfe von Losungen von Gleichungen numerisch
bestimmen kann.

Diskussion 4.4.1 (Das Newton-Verfahren zur Losung von Gleichungen).

(1) Sei f : R — R eine C''-Funktion. Wir wiirden gerne eine Nullstelle z* € R
von f finden, das heift eine Zahl z* mit der Eigenschaft f(xz*) = 0. Newton
entwickelte hierzu folgendes Verfahren:

Wahle zunédchst irgendeine Zahl o € R. Man betrachtet im Punkt zy die
Tangente von f. Falls f'(x¢) # 0 ist, besitzt die Tangente genau eine Nullstelle.
Diese ist, wie eine kurze Rechnung zeigt, gleich der Zahl

_ J(=o)
°7 Flwo)

r1 =T

WEeil die Tangente anschaulich eine “gute lineare Approximation” an f ist, ist
es naheliegend darauf zu hoffen (aber nicht immer wahr, siehe unten), dass x;
naher an z* liegt als zg.

Nun iterierte man diese Vorgehen, das heifst, man betrachtet die Tangente an
f im Punkt x1, bezeichnet — falls f’(x1) # 0 ist — deren Nullstelle mit xo, und
so weiter. Insgesamt erhélt man somit eine rekursiv definierte Folge (zp)nen,
mit Startwert xg und der Rekursionsvorschrift

i ==

fiir alle n € N. Die Idee ist, dass — unter geeigneten Voraussetzungen — die Fol-
ge (zn)nen gegen x* konvergieren sollte. Wir besprechen an dieser Stelle nicht,
unter welchen Voraussetzungen das Verfahren tatséchlich konvergiert; das kon-
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(2)

nen Sie zum Beispiel in einer Vorlesung iiber numerische Analysis lernen. m
Sei a € (0,00) und sei xp € (0,00) eine Zahl mit x3 > a. Wenn man das

Newtonverfahren aus auf die Funktion f : R — R,  +— 22 — a anwendet,
erhélt man die Folge (xy,)nen, mit der Rekursionsvorschrift

2
n

2xn,

X
Tn4+l = Tp —

—a
)

also

1 a
Tn+l = 5(1:71 + 7)
n
Diese Folgt konvergiert gegen /a. Das ist das sogenannte Heron-Verfahren
zur ndherungsweisen Berechnung von Quadratwurzeln, welches Sie in Analy-
sis 1 als Bonusaufgabe auf Hausaufgabenblatt 6 gesehen haben.

Das Heron-Verfahren ist also ein Spezialfall des Newtonverfahrens. Allerdings
ist das Heron-Verfahren schon seit einigen tausend Jahren bekannt und somit
viel dlter als das Newton-Verfahren.

Analog zu kann man auch ein Newton-Verfahren in mehreren Dimensionen
angeben. Fiir eine C!'-Funktion f : R — R?% und einen Startwert 2(0) ¢ R4
verwendet man dann vollig analog zu die Rekursionsvorschrift

Tn+l = Tp — (Df(xn))_lf(xn)

fiir alle n € Np, sofern jede der Matrizen D f(z,,) € R4*¢ invertierbar ist. Auch
in diesem Fall kann man hinreichende Bedingungen dafiir angeben, dass das
Verfahren gegen eine Nullstelle von f konvergiert.

Auch hierzu kénnen Sie Details in einer Vorlesung iiber numerische Analysis
lernen.

Ein Nachteil des mehr-dimensionalen Newton-Verfahrens, dass soeben in er-
wahnt wurde, besteht — neben den nicht besprochenen Voraussetzungen an f — darin,
dass man in jedem Schritt eine d x d-Matrix invertieren muss. Im Theorem [£.4.4] un-
ten werden wir ein vereinfachtes Newton-Verfahren besprechen, fiir das nur
eine einzige Matrix invertiert werden muss. Dafiir benttigen wir zur Vorbereitung
sogenannte Matrix-Normen, die wir nun besprechen.

2°Die Voraussetzungen, die man bendtigt, sind iibrigens relativ stark. Zum Beispiel miissen die
Voraussetzungen ja sicherstellen, dass f iiberhaupt eine Nullstelle besitzt. Aufierdem miissen Sie
dafiir sorgen, dass f’(x,) # O fiir jedes n gilt damit x,4+1 wohldefiniert ist.

21Ein Vorteil des Newton-Verfahrens ist, dass es — wenn die Funktion f geniigend gute Eigen-
schaften hat — extrem schnell gegen eine Nullstelle konvergiert. Insbesondere konvergiert es oft viel
schneller als das Bisektionsverfahren, dass in Analysis 1 als Bonusaufgabe auf Hausaufgaben-
blatt 7 besprochen wurde.
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Ubrigens: Wir haben hier zwar die numerische Berechnung von Nullstellen als Mo-
tivation verwendet, allerdings ist der wirkliche Grund, weshalb wir Theorem [4.4.4]in
der Analysis 2 besprechen, dass es uns zum Satz iiber implizit definierte Funktionen
fiihrt, zu dem wir anschliefsend kommen.

Definition 4.4.2 (Induzierte Matrixnorm). Seien ¢,d € N. Seien || - ||, : R® — [0, 00)
und |- ||5 : R¢ = [0, 00) Normen und sei A € R¥¢. Dann nennt man die Zahl

HA||5<_7 = sup{ |Az||s | * € R® und ||x||7 = 1}
die von || - ||, und || - ||; induzierte Matrixnorm von AE

Proposition 4.4.3 (Eigenschaften von induzierten Matrixnormen). Seien b,c,d €
N. Seien || - || : R — [0, 00), || - I, i R®—[0,00) und |- |5 : RY — [0, 00) Normen.

(a) Fiir jedes A € R ist die Abbildung
R 5 RS, x— Ax
stetig.

(b) Fiir jedes A € R st [All .5 € [0,00). Auflerdem ist das Supremum in
Definition [[.4.3 sogar ein Mazimum.

(c) Esust| |, p: R*® — [0,00) eine Norm auf dem R-Vektorraum RCXbﬁ

(d) Sei A € R*Y. Eine Folge (A"™),en in RO konvergiert genauu dann beziglich
Il - HW—B gegen A, wenn sie komponentenweise gegen A konvergiert (das heifst,

wenn A%) — Ay, fiir alle Indizes j, k gilt).
(e) Falls b = c und |-|[g = |||, ist, besitzt die Einheitsmatriz I € R die
induzierte Matriznorm ||, = 1.

(f) Es gilt die folgende Submultiplikativitit: Fir alle A € R*® und alle B €
RIX¢ st

||BA||5<—,B < ||B||§<—’y ||A||7<—ﬁ'

(g) Fiir alle A € R*® and alle x € R gilt

[Az]l, < 1Al g ll2lls -

22Falls Sie Lust haben, spéter einmal eine Vorlesung in Funktionalanalysis zu héren, werden Sie
noch eine weitere Bezeichne fiir die induzierte Matrixnorm kennenlernen: Man bezeichnet sie dort
auch als Operatornorm, da man sie allgemeinerfiir sogenannte lineare Operatoren definieren
kann.

23Das rechtfertigt die Verwendung des Begriffs Matrixnorm.
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4. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VERANDERLICHEN

Beweis. Die Beweise sind recht elementar. Wir verzichten an dieser Stelle auf die
Details. =

Theorem 4.4.4 (Vereinfachtes Newton-Verfahren). Sei R® mit einer Norm |-,

ausgestattet. Sei @ C R offen und sei f : Q — RC eine C'-Funktion. Seien A € R*¢
eine invertierbare Matriz, £ € ) ein Punkt und r > 0 eine Zahl mit folgenden
Eigenschafen:

(1) Es gilt B<,(z) C €.

(2) Es sei [|[A7!] |IDf(x) — Al < 1 fiir alle x € B<,(%).

Yy ey =

(3) Bs sei [[A7Y _IIf @), < 5.

gl
Dann gilt folgendes:
(a) Die Funktion f besitzt in B<,(Z) genau eine Nullstelle x*
(b) Es gilt v — A7 f(2) € B<,(2) fiir alle * € B<,(2) und die Funktion
F Bgr(«%) — BST(JA}),
iz — AT f(x)
ist Lipschitz-stetig mat Lipschitz- Konstante %
(¢c) Fiir jedes x € B<,(&) konvergiert F"(x) fir n — oo gegen x*.
Bewets. @ Wir betrachten G zuerst als Abbildung
G:Q— R
z—x— AT f(2).

Um F' zu erhalten, werden wir nachher G auf die Kugel B<, (%) einschrénken. Wegen
der Kettenregel ist G eine C'-Funktion mit Ableitung

DG(z)=1—-A"'Df(z) = A1 (A - Df(z))

fir alle z € Q. Wegen der Submultiplikativitiat der Matrixnorm folgt somit aus An-
nahme dass [DG ()|, < 3 fiir alle € B<,(#). Mit Hilfe des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung und der Fundamentalabschétzung fiir Inte-
grale folgt hieraus, dass G|p <(zo) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante % ist@
Auferdem gilt wegen Annahme

IG(&) = 2l = [[A7" f(2)

24Konnen Sie dieses Argument im Detail ausfithren?
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4.4. Das Newton-Verfahren, implizit definierte Funktionen und der Umkehrsatz

und somit fiir alle z € B<, (%)
G(@) ~ zoll, < 1G() ~ G@)], + 1G(@) ~ #ll, < 5 |lo —&ll, + 5 <7

Also ist tatsiichlich * — A™lz = G(z) € B<,(2) fiir alle x € B<,(%). Die Lipschitz-
Stetigkeit von I' = G|p_, (3) mit Lipschitzkonstante % haben wir bereits gezeigt.

[(a)] und [(c)] Fiir jedes @ € B<, (&) ist f(x) = 0 dquivalent zu F(z) = z. Also sind
die Nullstellen von f in B<,(Z) genau die Fixpunkte von F'. Da F' laut Lipschitz-
stetig mit Lipschitz-Konstante § ist und die abgeschlossene Kugel B<, (%) vollsténdig
ist, folgt aus dem Fixpunktsatz von Banach (Theorem und Aufgabe 4(a) auf
Hausaufgabenblatt 4), dass F' genau einen Fixpunkt z* besitzt und dass man ihn
auf die Weise, wie in behauptet, approximieren kann. O

Bemerkung 4.4.5 (Nullstelle in der offenen Kugel). Wenn man in Theorem in
Annahme m sogar die strikte Ungleichung dass ||A~* H”ﬂ—v | f(@)]l, < 5 voraussetzt,
dann zeigt der Beweis, dass das Bild von F' sogar in der offenen Kugel B, (Z) liegt.

Insbesondere liegt also der Fixpunkt von F' — welcher gleich der Nullstelle von f in
B<, () ist — in By (2).

Um ein Beispiel fiir Theorem [£.4.4] angeben zu konnen, brauchen wir zunéchst
eine Méglichkeit um induzierte Matrixnormen zu berechnen. Fiir die Normen || - ||;,_;
und || - || .o ist die relativ einfach, wie die folgenden Formeln zeigen:

Beispiele 4.4.6 (Induzierte Matrixnormen bzgl. der 1-Norm und der oco-Norm).
(a) Fiir jedes A € R4 gilt
1Ay = max { [ Aally - [[Aeally },

wobei Aq1,...,Ae g € R® die Spalten von A bezeichnen

Aufgrund dieser Formel bezeichnet man || - [|;,_; manchmal auch als die Spal-
tensummen-Maximums-Norm, denn man nimmt von jeder Spalte die Sum-
me der Betrige der Eintrdge und von all diesen Summen das Maximum.

(b) Fiir jedes A € R4 gilt
1Al oo = max { [ Avelly ;- [|Acall; },

wobei At e,...,Ace € R4 die Zeilen von A bezeichnen (und die 1-Norm eines
Zeilenvektors analog zur 1-Norm eines Spaltenvektors definiert ist).

Wegen dieser Formel bezeichnet man || - ||, ., manchmal als die Zeilensum-
men-Maximums-Norm, denn man nimmt von jeder Zeile die Summe der
Betrédge der Eintrdge und von all diesen Summen das Maximum@

*5Falls Sie Schwierigkeiten haben sich zu Merken, welche der Normen || -||,, , und ||+ ||, oo die
Spaltensummen-Maximums-Norm ist und welche die Zeilensummen-Maximums-Norm ist, kénnen
Sie zum Beispiel die folgende Eselsbriicke verwenden (sie ist womdglich etwas albern, aber das muss
bei Eselsbriicken ja so sein. .. ):

“Die Ziffer 1 ‘steht’, sowie es eine Spalte tut, und das Symbol co ‘liegt’, sowie es eine Zeile tut.”
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4. DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VERANDERLICHEN

Beweis. Diese Formeln werden in den Ubungen besprochen. O

Beispiel 4.4.7 (Anwendung des vereinfachten Newton-Verfahrens). Betrachten wir
die Funktion f:R? — R?, die durch

)= (2t )

T1+ 5 + 12122

Wir wollen Theorem [4.4.4] anwenden um zu zeigen, dass f eine Nullstelle besitzt und
um eine Nullstelle ndherungsweise zu berechnen.

Dazu statten wir R? mit der co-Norm aus, wihlen Q = R?, # = 0 und r = 1.
Die Funktion f ist in jeder Komponente ein Polynom, also C!. Thre Ableitung ist
gegeben durch

1
. §$1 ].
P16 = (1 £ 4n)
fiir alle € R2. Wir wihlen
0 1
=5 =050 = (| §).

Die Matrix A ist invertierbar und es gilt A~' = A. Somit ist HA_IH = 1. Lassen
Sie uns nun nachpriifen, dass die Annahmen (3)| aus Theorem erfiillt sind:

Die Inklsuion B<1(0) C R? ist klar.
Fiir jedes € B<1(0) gilt max{|z1|, |z2|} = ||z||, < 1 und somit
%.1‘1 0
iﬂ«’? i

_max{ |z1], *|w2\+ ’x1|}§

1A - IDF(e) = Al = \

I CO<—00

l\’)\}—t

Es ist f(0) = (3,%)T und somit

r
< —.
- 2

w\»—‘
M\>—~

[ Al oo 17 (0) oo =

Die alle Voraussetzungen erfiillt sind, folgt aus Theorem dass f in B<;(0) genau
eine Nullstelle z* besitzt und dass fiir jedes € B<1(0) die Eigenschaft F"(z) — z*
fiir n — oo gilt, wobei F': B<1(0) — B<1(0) durch

_ T 0 1 X9+ & 4+ 122 L_lpz
Fla)=az- A" fx)=("") - 23 TAT ) = (TE AR
x9 1 0 1+ 5+ 12122 721
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4.4. Das Newton-Verfahren, implizit definierte Funktionen und der Umkehrsatz

fir alle z € B<1(0) gegeben ist. Wenn wir als Startwert zum Beispiel x = & = 0
wahlen, erhalten wir fiir die ersten wir bis zur fiinften Iteration die folgenden Vektoren
(die wir der Einfachkeit halber nur auf sechs Nachkommastellen genau angeben):

FO(0) = (0000000) ’ FY(0) = <—0.200000> ’ F2(0) ~ <—0.216666> ’

0.000000 —0.333333 —0.343333
—0.218597 —0.218857 —0.218891
3 _ 4 _ 5 ~
F0) = <—0.345069>’ F0) = <—0.345279>’ F(0) ~ <—0.345308>’
—0.218896 —0.218896 —0.218896
6 _ 7 _ 8 ~
F0) = (0.345311)’ FH0) = <0.345312>’ F o)~ <0.345312>'

Sie sehen, dass sich die ersten sechs Nachkommastellen von F7(0) nach F®(0) bereits
nicht mehr verdndert haben@ Wenn man F8(0) sogar bis auf Maschinengenauigkeit
angith erhélt man die genaueren Werte

F5(0) ~ —0.21889695267031908
7\ —0.3453123023028488 | -

Lassen Sie uns diesen Vektor in f einsetzen. Dann erhélt man

2.5724769536772385 - 1012
3 ~
JE0) ~ (3.0973314191218293 : 10—12> '

Die co-Norm von f(F>°(0)) ist also kleiner als 1011 = 0.00000000001.

Im Rest dieses Abschnitts wollen wir noch zwei wichtige Resultate ansprechen:
Den Satz iiber implizit definierte Funktionen (Theorem und den Satz von der
Umkehrfunktion (Theorem [£.4.9). Als Motivation fiir den ersten dieser beiden Sitze
betrachten wir die folgende Gleichung fiir Vektoren z € R?:

24A=1. (4.4.1)

Die Menge M C R? der Punkte, die diese Gleichung erfiillen, ist gleich der eu-
klidischen Einheitskreislinie. Man kann nun versuchen, Teil dieser Menge als einen
Funktionsgraphen zu beschreiben: Wir konnen zum Beispiel z; als Variable auffassen

26Wobei es im Prinzip méglich ist, dass sie sich spéter noch einmal verindern. Man kann al-
lerdings im Fixpunktsatz von Banach auch eine explizite Fehlerabschitzung angeben und diese
verwenden um eine Fehlerabschétzung fiir das vereinfachten Netwon-Verfahren aus Theorem [£:44]
zu beweisen. Damit kann man ausrechnen, wieviele Iterationen fiir eine gewiinschte Genauigkeit
ausreichen.

2"Wobei bei der Berechnung Gleitkommazahlen mit doppelter Genauigkeit (englisch “double
precision”) benutzt wurden, wie es heute fiir viele Berechnungen iiblich ist. Jede solche Zahl besteht
aus 64 Bit, wovon eines fiir das Vorzeichen, 11 Bit fiir den Exponenten der Zahl und 52 Bit fiir die
sogenannten Mantisse verwendet werden.

Genauere Informationen dazu kénnen Sie zum Beispiel auf der englischen Wikipedia-Seite nach-
lesen: https://en.wikipedia.org/wiki/Double-precision_floating-point_format
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und eine Funktion f : I — R von einem reellen Intervall I nach R suchen, derart,
dass der Vektor (z1, f(z1))T fiir alle z; € I in der Menge M liegt — oder anders
ausgedriickt, dass

A+ f(z1)? =1 (4.4.2)

flir alle z; € I gilt. Wie man die Funktion f wéhlen muss, damit das funktioniert,
héngt natiirlich von der Gleichung beziehungsweise ab. Weil diese
Gleichung nicht nach f(z1) aufgelost ist, sagt man, dass die Funktion f durch die
Gleichung implizit definiert ist. Nun drénge sich mehrere Fragen auf:

(1) Gibt es solch ein f iiberhaupt und, falls ja, welche Teile der Kreiseslinie M
lassen sich damit beschreiben?

(2) Falls es solch ein f gibt, kann man es dann explizit berechnen?

Wenn man versucht die Gleichung (4.4.2) nach f(x;) aufzulosen, dann erhélt
man zum Beispiel die beiden Funktionen

[—1,1] = R, 21+ 4/1—22,

[—1,1] > R, 21+ —/1— 2%

als mogliche Wahlen fiir f. Der erste Wahl beschreibt die obere Hélfte von der Ein-
heitskreislinie und die zweite Wahl beschrebt die untere Halfte. Hierbei fallt folgendes
auf:

e Die beiden Wahlen von f; die wir gefunden haben, sind auf abgeschlossenen
Mengen definiert Wenn wir Funktionen wollen, die auf offenen Mengen definiert
sind, erwischen wir die beiden Punkte des Einheitskreises, die ganz links und
ganz rechts liegen, nicht.

e Jede der beiden Wahlen von f ist in den Punkten —1 und 1 nicht differenzier-
bar. Anschaulich hingt das damit zusammen, dass fiir die Funktion ¢ : R> — R,
T+ 22 + 22 — 1, deren Nullstellenmenge gleich der Einheitskreislinie ist, die
zweite partielle Ableitung dog(z) in den Punkten (—1,0)T und (1,0)" gleich 0
ist.

Der folgende Satz gibt es sehr allgemeine Kriterium dafiir an, dass man eine
Gleichung nach einer implizit definierten Funktion auflésen kann und dass die implizit
definierte Funktion bijektiv ist.

Zur Erinnerung: Sofern nichts anderes gesagt wurde, seien R¢, R¢, und so weiter,
stets mit der Fuklidischen Norm ausgestattet.

Theorem 4.4.8 (Satz iiber implizit definierte Funktionen). Sei Q C Rt offen und
sei g : Q — R eine CL-Funktion. Fiir jedes z € Q teilen wir die Ableitung Dg(2) auf
als Dg(z) = (B(z),C(2)) mit B(z) € R¥¢ und C(z) € R™*.
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Es sei 2 € Q mit g(2) = 0 und die d x d-Matriz C(2) sei invertierbar. Dann
gibt es offene Mengen U C R® und V' C R% und eine C'-Funktion f : U — V mit
folgenden FEigenschaften:

(a) Esgilt 2e U xV CQ.
(b) Fiir jedes x € U und jedes y € V' gilt
9(z,y) =0 & flx)=y.
Wenn wir schreiben, dann gilt fir jedes x € U die Formel
Cla, f(2))Df(x) = =B(z, f(x))-

Beweis. Seien & € R® and € R? derart, dass

(i)
Z=1"
Y
gilt. Da ¢ laut Voraussetzung C! ist, ist C' : Q — R4 2 — C(2) stetig. Wir
verwenden die Abkiirzung A := C(%) € R4,

Nun wéhlen wir eine so kleine Zahl r € (0,00), dass B<,(Z) X B<ar(y) C § ist
und dass

HA_1H2e2 1C(2) = Allge 5 <

| =

fir alle z € B<,(Z) x B<,(9) gilt. Auferdem wéhlen wir s € (0, 7] so klein, dass

147 iy g9 < 5

fir alle x € B<,4(2) gilt. Wir setzen nun U := B.4(Z) und V := B.,(y). Dann gilt
wie gewlinscht 2 € U x V C B<,(Z) x B<,(y) C Q.
Fiir jedes € Bs(%) betrachten wir die Funktion

hy : Beop(2) = RY, g g(z,y).

Das ist eine C'-Funktion und ihr totales Differential erfiillt Dh,(y) = C(z,y) fiir
alle x € B4(Z) und alle y € B<,(9). Fiir jedes z € Bs(z) erfiillt die Funktion h,
somit die Annahmen von Theorem wobei sie in Annahme sogar eine strikte
Ungleichung erfiillt. Theorem und Bemerkung [4.4.5| ergeben somit fiir jedes
x € B.g(Z), dass h; genau eine Nullstelle — nennen wir sie y, — in B<, () besitzt.
Somit gilt fiir jedes x € B.s(#) und jedes y € B<,(9): Es ist g(x,y) = 0 genau dann,
wenn hy(y) = 0 ist, genau dann, wenn y = y, ist. Also erfiillt die Funktion

U=V, 20y,

die in @ behauptete Eigenschaft.
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Fiir den Beweis der stetigen Differenzierbarkeit von f verweisen wir auf die Li-
teratur, beispielsweise auf |2 Kapitel 8]. Um die Formel fiir die Ableitung von f zu
zeigen, betrachten wir zuerst die Abbildung

k:U — R, :L‘r—><f(x)>

Da f differenzierbar ist, gilt dasselbe auch fiir £ und es ist

I
Dk(x) =
= (psta)
fir alle x € U. Fiir alle x € U ist g(k(z)) = 0, also folgt

0= D(g o k)(x) = Dg(k(x))Dk(x)

— (B 5@ o f@) () ) = Bl @) + Cla S )

flir alle x € U, was die behauptete Formel zeigt. O

Ubrigens gilt folgendes (wir verwenden die Notation aus dem Beweis): Weil C'(2)
invertierbar ist, ist C'(z) ebenfalls invetierbar, wenn z nahe genug bei 2 liegt, dann
man kann zeigen, dass die Menge der invertierbaren Matrizen in R¥*¢ offen ist.
Wenn z nahe an & liegt, liegt f(z) nahe an f(Z) = g, also ist dann auch C(z, f(z))
invertierbar. Somit erhélt man aus dem Theorem die Formel

Df(x) = —C(x, f(z)) "' B(x, f(z))

fiir alle z, die nahe an & liegen.

Vorlesung 21: Als Spezialfall von Theorem [£.4.8] erhélt man das folgende Resultat.

E,Z;if:tﬂ:\}l Theorem 4.4.9 (Satz von der Umkehrfunktion). Sei Q C R? offen, sei h : Q — R¢

Theorem @23 ¢ine C'-Funktion, und sei § € Q ein Punkt, fir den die Matriz Dh(j) € R4
invertierbar ist. Dann ¢ibt es offene Mengen V. C Q und U C RY mit § € V und
h(g) € U mit folgenden FEigenschaften:

(a) Die Einschrinkung hly bildet V' bijektiv nach U ab.
(

)
b) Fir jedes y € V ist die Matriz Dh(y) invertierbar.
)

(c) Die Umkehrabbildung h]‘_/l : U — V st ebenfalls C* und fiir alle x € U und
alley € V -mit h(y) = x gilt

(DAl!) (x) = (Dh(y))

In der

Vorlesung Beweis. Wir definieren die Funktion g : R? x Q — R? durch
besprechen wir

nur die grobe _

Beweisidee von g(x, y) = —x+ h(y)
Theorem

Bei Interesse

kdnnen Sie den 80

Beweis hier im

Detail

nachlesen.



4.4. Das Newton-Verfahren, implizit definierte Funktionen und der Umkehrsatz

fiir alle (z,y) € R x Q. Dann ist g stetig differenzierbar mit
Dg(z,y) = (—id Dh(y))

fiir alle (z,y) € R% x Q. Da g(h(¢),9) = 0 gilt und die Matrix DAh(j) invertierbar
ist, konnen wir den Satz iiber implizit definierte Funktionen (Theorem auf die
Funktion g und den Punkt 2 := (h(§),) € R? x Q anwenden. Wir erhalten somit
offene Mengen U,V C R mit (h(g),9) € U x V C R? x Q und eine C*-Funktion
f:U — V derart, dass fiir alle z € U und alle y € V die Eigenschaft die Eigenschaft
f(x) = y dquivalent ist zu g(z,y) = 0, was wiederum zu z = h(y) aquivalent ist.

Nun setzen wir V := h=YU)NV; dann ist V ebenfalls offene und eine Teilmenge
von Q. Es ist h(jj) € U und § € V und somit § € V.

Fiir jedes x € U erhalten wir, indem wir y := f(x) € V setzen, h(f(z)) = h(y) =
x; insbesondere ist somit f(z) € h~'(U) und folglich f(x) € V, das heift, f bildet U
sogar in die kleinere Menge V CV ab. Umgekehrt erhalten wir fiir jedes y € vV C Vv,
indem wir = := h(y) € U setzen, f(h(y)) = f(x) = y. Insgesamt erfiillen also die
Abbildungen

hlg:V = U und f:U—=V

die Eigenschaften h|y o f = idy und fohl; = id, das heikt, die beiden Abbildungen
sind inverse zueinander. Also ist h|y bijektiv von V nach U und seine Umkehrfunk-
tion f ist C!.

Die Formel fiir das Ableitung von f erhilt man leicht aus der Kettenregel. [

Beispiel 4.4.10 (Polarkoordinaten). Betrachten wir die Abbildung A : R? — R?,

M) = (rcosgo)'

rsin @

Anschaulich bezeichnet man 7 und ¢ als Polarkoordinaten. Die Abbildung h ist
surjektiv, das heift, man kann jeden Vektor x € R? in der Form x = h(r,¢) dar-
stellen. Hierbei kann man r sogar aus [0, 00) wéhlen; dann ist r = ||z||, und ¢ der
Winkel, den x mit der x1-Achse einschlieft.

Beachten Sie, dass h allerdings nicht injektiv ist: Wenn Sie einem Winkel ¢ ein
ganzzahliges Vielfaches von 27 addieren, erhalten Sie wieder denselben Punkt, das
heit es ist h(r, @) = h(r, ¢ + k27) fiir alle r € R? AuRerdem gilt h(0, p) = 0 fiir alle
i € R; anschaulich bedeutet das, dass man im Abstand 0 zum Ursprung immer den
Ursprung erhélt, egal welchen Winkel man wéhlt.

Die Funktion h ist C! und hat die Ableitung

_ [cosp —rsing
Dhr, @) = <sin<p rcoscp)

fiir alle (r, )" € R2. In der Linearen Algebra werden Sie lernen, dass eine quadra-
tische Matrix genau dann invertierbar ist, wenn ihre Determinante ungleich 0 ist.
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Fiir 2 x 2 hatten wir in Proposition [£.2.7) bereits erwéhnt, wie man die Determinante
berechnen kann: Es ist

det Dh(r, ) = r(cos p)? + r(sing)? =7,

also ist Dh(r, ¢) genau dann invertierbar, wenn r # 0 ist. Der Satz von der Um-
kehrfunktion (Theorem sagt uns somit: Fiir jeden Vektor (7,$)T € R? mit
7 # 0 finden wir eine offene Menge V' C R?, die den Vektor enthilt, und eine offene
Menge U C R?, die h(7, ) enthilt, und fiir die h|y bijektiv von V nach U ist mit
C!-Umkehrfunktion. Anschaulich ausgedriickt: Polarkoordinaten lassen sich lokal auf
differenzierbare Weise invertieren.

Anderseits funktioniert so eine lokale Invertierung nicht, wenn # = 0 ist. Man
sagt deshab, die Polarkoordinaten besitzen fiir den Radius 0 eine Koordinatenin-
gularitét.

Weil der Radius 0 also Arger macht und umgekehrt positive Radien ausreichen
um alle Punkt in R? \ {0} darzustellen, schrinkt man sich meistens darauf ein Po-
larkoordinaten (7, )T € (0,00) x R zu betrachten.

Wir kommen in Abschnitt [5.2] im néchsten Kapitel noch einmal auf Koordina-
tentransformationen zuriick.
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Kapitel 5

Integralrechnung in verschiedenen
Koordinaten

5.1 Das Lebesgue-Mals via Determinanten

In diesem Abschnitt und dem nachfolgenden Abschnitt wollen wir uns eine effiziente
Moglichkeit iiberlegen um das Lebesgue-Mafs von nicht-trivialen Mengen zu berech-
nen. Die folgende Uberlegung ist dafiir ganz zentral:

Lemma 5.1.1 (MaRkinderung unter linearen Transformationen). Sei A € R4 und
sei H :=[0,1]¢ der Einheits- Wﬁrfe in RY. Wenn die Menge M C R? und ihr Bild
A(M) unter A messbar sindf| dann gilt

Aa(A(M)) = Ma(A(H))Aa(M).

Beachten Sie, dass der Ausdruck A\;(A(H)) Sinn ergibt: Da H kompakt ist und
die Abbildung R? — R?, 2 — Ax stetig ist, ist A(H) ebenfalls kompakt, also abge-
schlossen und somit messbar.

In Korollar werden wir eine Variante des Lemma zeigen, die sich direkter
anwenden besser verwenden lésst.

Beweisskizze von Lemma 2. 11 Wir zeigen zuerst, dass die Behauptung stimmt, falls
M ein Wiirfel ist, der parallel zum Koordinatensystem liegt. Sei also M solch ein
Wiirfel, sagen wir mit Seitenlinge s. Dann gibt es ein v € R¢ mit M = sH +v. Also

"Wenn Sie angeben méchten, kénnen Sie H auch Einheits-Hyperwiirfel oder Einheits-
Hyperkubus nennen, denn es handelt sich ja um meinen d-dimensionalen Wiirfel.

?Hier gibt es eine kleine Subtilitit: Man kann sich fragen, ob aus der Messbarkeit von M nicht
automatisch die Messbarkeit von A(M) folgt. Wenn A invertierbar ist, stimmt das. (Kénnen Sie
begriinden, weshalb?) Wenn A nicht invertierbar ist, kann es tatséchlich passieren, dass A(M) nicht
messbar ist — aber ist ein sehr pathologischer Effekt, der im Grunde daran liegt, dass “zu wenige”
Mengen messbar sind. In der Analysis 3 kommen wir darauf zuriick und werden dieses Problem
16sen.
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ist einerseits Ag(M) = Mg(sH) = s?. Andererseits gilt A(M) = sA(H) + Av und
somit

M(A(M)) = Aa(sA(H)) = s'Aa(A(H)) = Aa(A(H)Aa(M).

Also stimmt die Behauptung in diesem Spezialfall. Nun betrachten wir eine allge-
meine messbare Menge M.

Falls A nicht invertierbar ist, liegen A(H) und A(M) in einer d — 1-dimensionalen
Hyperebene und haben somit Lebesgue-Maf 0. Also gilt in diesem Fall

Ad(A(M)) = 0=0-Aq(M) = A(A(H))Aa(M).

Fiir den Rest des Beweises sei A also invertierbar.

Wir skizzieren den Rest des Beweises nur P Wir konnen eine kleine Zahl reelle Zahl
s > 0 und endlich viele paarweise disjunkte Wiirfel W7 ..., W,, C R? finden, die alle
Seitenlénge s haben, parallel zum Koordinatensystem liegen und deren Vereinigung
“bis auf einen kleinen Fehler” die Menge M ist. Entsprechend ist dann die Vereinigung
von A(Wy),..., A(W,) (die ebenfalls paarweise disjunkt sind, da B invertierbar ist)
“bis auf einen kleinen Fehler” gleich A(M). Es gilt also

(M) ~ x| W) = 30 (W)
k=1 k=1

= M(AH)A(Wi) = A(A(H)) Y Xa(Wi) = Aa(A(H))Ag(M),
P k=1

wobei wir fiir die Gleichheit zwischen den beiden Zeilen verwendet haben, dass wir
die Behauptung im Speziallfall von Wiirfeln bereits am Anfang des Beweises gezeigt
haben ] O

Damit wir Lemma [5.1.1] verwenden kdénnen, brauchen wir eine M6glichkeit um
Mi(A(H)) zu berechnen. Vielleicht {iberrascht es sie, dass die Zahl \;(A(H)) sehr
eng mit einem Konzept aus der linearen Algebra zusammenhéngt — ndmlich mit
Determinanten von Matrizen.

In Proposition [£.2.7] hatten wir bereits kurz angesprohen, dass fiir eine Matrix
A € R?*2 die Determinante definiert ist als die Zahl

det A := A1 A9 — Ax1 A19 € R.

3Mehr Details iiber Beweise dieser Art kénnen Sie in der Analysis 3 lernen.

4Um die Verwendnung des ungenauen Symbols ~ zu vermeiden, miissten wir uns genauer iiber-
legen, wie man den Fehler iiber der Uberdeckung von A(H) durch Wiirfel kontrollieren kann; au-
ferdem miissten wir begriinden, weshalb es solche Wiirfel {iberhaupt fiir jede messbare Menge gibt.
Darauf verzichten wir an dieser Stelle und verweise erneut auf die Analysis 3 fiir mehr Details.
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Man kann auch fiir quadratische Matizen groferer Dimension Determinanten defi-
nieren; in diesem Fall ist die Formel fiir die Determinante komplizierter.lﬂ Die Details
besprechen Sie in der Linearen Algebra. Eine sehr niitzliche Eigenschaft der Deter-
minante ist, dass sie multiplikativ ist, das heifst, es gilt

det(BA) = det(B) det(A)

fiir alle A, B € R¥9, AuRerdem gilt fiir die Einheitsmatrix I € R%*?, dass det(I) = 1
ist. Allgemeiner gilt fiir jede Diagonalmatrixﬁ D € R¥? — st die Determinante das
Produkt der Diagonaleintrige, das heifst, es gilt det(D) = H;‘l:1 Dj;.

Theorem 5.1.2 (Lebesgue-Maf und Deteminanten). Sei A € R¥™¥? ynd sei H :=
[0,1]¢ der Einheits- Wdrfem in RY. Dann gilt

Aa(A(H)) = |det(A)].

Fiir den Beweis des Theorems brauchen wir noch ein paar Konzpete aus der linea-
ren Algerba. Eine quadratische Matrix U € R4*? heift orthogonal, falls UTU = I
gilt. Orthogonale Matrizen sind genau diejneigen Matrizen, die Drehspiegelungen im
R? beschreiben. Deshalb gilt fiir jedes messbare Menge M C R? und jede orthogo-
nale Matrix U € R4 dass \q(U(M)) = Ag(M) ist. Man kann leicht sehen, dass
die transponierte Matrix einer orthogonalen Matrix wieder orthogonal ist. Eine sehr
niitzlich Eigenschaft ist, dass die Determinaten einer orthogonalen Matrix immer 1
oder —1 ist:

Lemma 5.1.3 (Determinanten von orthogonalen Matrizen). Sei U € R*? orthogo-
nal. Dann ist det(U) € {—1,1}.

Beweis. Es gilt
1 = det(I) = det(UT) det(U) = (det(U))?,
also det(U) = 1 oder det(U) = —1. O

Beweisskizze von Theorem [5.1.2. Zuerst iiberlegen wir uns, dass die Formel stimmt,
wenn A eine Diagognalmatrix ist und alle Eintrdge > 0 sind. In diesem Fall ist

A(H) =10, A11] x -+ x [0, Agql,

5Fiir die Determinanten einer d x d-Matrix A gilt die Leibniz-Formel

d
det(A) = Z sgn(o) HAJ-U(]-),
j=1

cESy

wobei Sq die symmetrische Gruppe auf d Elementen bezeichnet und fiir 0 € Sg die Zahl sgn(o) €
{—1,1} das Vorzeichen der Permutation o ist.

SEine quadratische Matrix D heift Diagonalmatrix, falls aukerhalb der Diagonalen alle Ein-
trége 0 sind, das heifst, falls D, = O fiir alle Indizes j # k gilt.

"Wenn Sie angeben mochten, kénnen Sie H auch Einheits-Hyperwiirfel oder Einheits-
Hyperkubus nennen, denn es handelt sich ja um meinen d-dimensionalen Wiirfel.
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also \g(A(H)) = A11--- Agqg = |det(A)].
Um den Fall allgemeiner Matrizen und den Fall fiir Diagonalmatrizen zuriickzu-
fiihren, muss man sich etwas mehr anstrengen. Wir verwenden die Bezeichnung

@ R 5 [0,00), A~ M(A(H)).
Wegen Lemma gilt fiir alle A, B € R%*4
p(BA) = Aa(B(A(H))) = Aa(B(H))Aa(A(H)) = ¢(B)p(A),

das heiflt, ¢ ist multiplikativ.

Fiir jede orthogonale Matrix U € R4 gilt p(U) = M\(U(H)) = M\g(H) = 1.
Nun verwenden wir ein Resultat aus der linearen Algebra, dass beispielsweise in der
Numerik und in der Statistik eine wichtige Rolle spielt, die Singuldrwertzerlegung
einer Matrix: Das Resultat besagt, dass es fiir jedes A € R**% und Diagonalmatrix
D € R4 mit Diagonaleintrigen D11, ..., Dgq > 0 und zwei orthogonale Matrizen
U,V € R4 gibt derart, dass A = UDVT giltﬁ Somit gilt einerseits

p(A) = p(U)p(D)p(VT) = (D)
und andererseits
|det(A)| = |det(U)] |det(D)| |det VT‘ = |det(D)| = ¢(D);

fiir die zweite Gleichheit haben wir Lemma[5.1.3 verwendet und fiir die dritte Gleich-
heit haben wir verwendet, dass wir die Behauptung fiir Diagonalmatrizen mit nicht-
negativen Diagonaleintragen bereits am Anfang des Beweises gezeigt haben. Insge-
samt ist also ¢(A) = |det(A)|, wie behauptet. O

Korollar 5.1.4 (Mafénderung unter linearen Transformationen). Sei A € Rx4.
Wenn eine Menge M C R und ihr Bild A(M) unter A messbar sind, dann gilt

Ad(A(M)) = [det(A)| Ag(M).
Beweis. Das folgt sofort aus Lemma und Theorem [5.1.2 O

Beispiel 5.1.5 (Fliche eines Parallelogramms). Seien z,y € R2. Das Parallelo-
gramm P, dass von den beiden Vektoren z,y aufgespannt wird, besitzt die Flache

|det(z,y)| = [x1y2 — 2231] -

Beweis. Sei A = (z,y) € R?*? die Matrix mit den beiden Spalten x und y. Weil
das Rechteck [0,1]? von den beiden Vektoren e, e3 aufgespannt wird, ist A[0, 1]? das
Parallelogramm, das von den beiden Vektoren

Aei == und Aey =y

8Genau genommen ist es Resultat noch deutlicher allgemeiner und kann auch fiir nicht-
quadratische Matrizen formuliert werden, aber das benétigen wir an dieser Stelle nicht.
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aufgespannt wird, also gleich P. Wegen Theorem ist also
A2(P) = A2(A[0,1]?) = |det(A)],
was gerade die Behauptung ist. O
Als Konsequenz des vorangehenden Beispiels erhédlt man sofort:

Beispiel 5.1.6 (Dreiecksfliiche). Seien z,y, 2 € R?. Das Dreieck mit den Eckpunkten
x, v, z besitzt die Fléache

1
5 |det(y — z,z — x)|.

Beweis. Durch Verschieben um —x erhédlt man das Dreieck mit den Eckpunkten 0,
y —x und z — x, das dieselbe Fliache besitzt. Seine Fléche ist halb so groff wie die
Fléche des Parallelogramms, dass von y — x und z — y aufgespannt wird, und diese
Parallelogrammflache ist laut Beispiel gleich |det(y — z,z — x)|. O

5.2 Koordinatenwechsel

In diesem Abschnitt werden wir die Resultate aus dem vorangehenden Abschnitt
verwenden um zu untersuchen, wie man Integrale umschreiben kann, wenn man “die
Koordinaten des Raunes transformiert”. Sie werden im Laufe dieses Abschnitts sehen,
was genau mit dieser Formulierung gemeint ist.

Der folgende Begriff ist dafiir hilfreich:

Definition 5.2.1 (Diffeomorphismus). Seien Q,Q C R? offen

(a) Eine Funktion h : Q — Q heift Diﬁ'eomorghismuﬂ falls h bijektiv ist und
sowohl h als auch die Umkehrfunktion h=! : Q — Q stetig differenzierbar sind.

(b) Ein h : Q — R? heift Diffeommorphismus auf sein Bild, falls das Bild
h(£2) offen ist und h ein Diffeomorphismus von €2 nach h(£2) ist.

Aus dem Umkehrsatz (Theorem [4.4.9) erhélt man das folgende Resultat:

Korollar 5.2.2 (Charakterisierung von Diffeomorphismen). Sei Q C R? offen und
sei h: Q — R, Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Es ist h ein Diffeomorphismus auf sein Bild.

(i) Die Abbildung h : Q — R? ist injektiv und C' und fiir alle x € Q ist die Matriz
Dh(z) € R™*? jnvertierbar.

9Genauer: Ein C'-Diffeomorphismus.
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Beweis. [o] = Sei h ein Diffeomorphismus auf sein Bild. Dann ist h laut De-
finition 1| bijektiv von € nach € := h(Q) (also insbesondere injektiv und stetig
d1ﬂ’erenmerbar Aukerdem ist Q offen und A1 : Q — Q ebenfalls stetig differenzier-
bar. Aus der Kettenregel folgt fiir alle x € 2

I =Didg(z) =D(h~' o h)(z) = Dh~!(h(2))Dh(z).

Fiir jedes z € Q2 gibt es also eine d x d-Matrix B (ndmlich B := Dh~*(h(z))) mit der
Eigenschaft I = BDh(x). Wie Sie aus der Linearen Algebra wissen, folgt hieraus,
dass Dh(x) invertierbar ist.

“ = ’ Diese Implikation folgt aus dem Satz von der Umkehrabbildung

(Theorem 4.4.9)). O

Theorem 5.2.3 (Transformationsformel fiir Integrale). Sei Q C R? offen und sei die
Abbildung h : Q@ — R? ein Diffeomorphismus auf sein Bild. Fine messbare Funktion
f:h(Q) — R ist genau dann mtegm'erbar wenn die Funktion

Q= R, x> f(h(z))]|det (Dh(z))]

integrierbar ist, und in diesem Fall stimmen die Integrale tiberein, das heiffit, es ist

/ Fly) dhaly /f ) |det (Dh(z))| dg(z)

Wir geben kelnen Beweis fiir Theorem [5.2.3|an, machen in der Vorlesung aber mit
einer Skizze und einer heuristischen Berechnung plaussibel, weshalb man die Formel
so erwarten wiirde und was sie mit Korollar aus dem vorangehenden Abschnitt
zu tun hat. Fiir den Beweis verweisen wir beispielsweise auf [7, Theorem 14.E.1 auf
Seite 500-501].

Oft wendet man Theorem in folgender Situation an: Man hat eine offene
Menge Q C R und eine messbare Funktion f :  — R gegeben und méchte gerne
das Integral von f berechnen. Wenn  kein Quader ist, kann man den Satz von
Fubini (Theorem allerdings nicht anwenden.

Man sucht sich deshalb einen offenen Quader Q@ C R? und einen Diffeomorphis-
mus h : Q — Q. Die Transformationsformel sagt uns nun, dass wir anstelle von
fQ f dAgq genauso gut auch das Integral

/f }) [det (Dh(2))| dAa(a)

berechnen kénnen. Dieses Integral sieht auf den ersten Blick zwar komplizierter aus
— es hat aber den riesigen Vorteil, dass man es mit Hilfe des Satzes von Fubini
berechnen kann, wenn man 2 als Quader gewahlt hat.

Lassen Sie uns das an einem sehr plakativen Beispiel zeigen:

Beispiel 5.2.4 (Integrale iiber Kreise). Sei R? mit der Euklidischen Norm ausge-
stattet. Sei R > 0 und sei f : B<r(0) — R stetig. Dann gilt

R 27
/ fd)\gz/ f(rcosp,rsinp) - rdedr.
B<g(0 0o Jo
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Beweis. Da f stetig ist, ist es auf der kompakten Menge B<pr(0) beschrénkt, und
somit integrierbar.

Wir setzen Q := B.(0) \ ([0, 00) x {0}). Dann gilt \a(B<r(0)\ Q) = 0, also ist
f auch auf Q integrierbar und es gilt

/ fdha = / fdAa.
B<r(0) Q

Mit der Menge 2 anstelle von B<R(0) zu arbeiten hat den Vorteil, dass man Q als das
bijektive Bild einer offenen Menge mit Hilfe von Polarkoordinaten schreiben kann:

Sei h : [0, R] x [0, 27] — R2,
h(r, @) i= (7“ cos cp) .

rsin @

Aukerdem sei 2 := (0, R) x (0,27) und h := h|q. Dann ist A injektiv und C' und es
ist h(2) = Q. Laut Beispiel 4.4.10] gilt

Dh(r,p) =r#0

fiir alle (r, )T € Q. Also ist h laut Korollar ein Diffeomorphismus auf sein Bild,
das heift ein Diffeomorphismus von Q nach h(2) = Q. Laut Transformationssatz

(Theorem |5.2.3)) gilt somit
[ = [ f(htr0)) |det (Dh(r. )] dra(r )
Q Q —

=T

- / FOh(r, @) -+ dda(r, ),
[0,R] % [0,27]

wobei die zweite Gleichheit aus A2 ([0, B] x [0,27] \ ) = 0 folgt. Weil h stetig ist,
folgt aus dem Satz von Fubini (Theorem [3.3.9(d)) und aus Theorem [3.3.§(f)] dass

R pr27
[ gty rante) = [ [ s rdpar
[0,R] x[0,27] 0 0
gilt. Dies zeigt die Behauptung. O

Beispiel 5.2.5 (Kreisfliiche). Jede Euklidische Kreisschreibe in R? mit Radius R > 0
besitzt die Fliche R?x.

Beweis. Sei R > 0. Da das Lebesgue-Mafk-Translations invariant ist, geniigt es die
Behauptung fiir die Kreisscheibe B<g(0) zu beweisenm Mit Hilfe von Beispiel

erhalt man
R 21
/\2(B<R(0)) = / 1 d)\Q :/ / 1- Td(pd?“
- B<Rr(0) 0o Jo
1

R
= 277/ rdr=2m 57'2]:25% = R%r. O
0

10Warum folgt die Behauptung dann auch automatisch fiir offene Kreisflichen?
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Eine andere niitzliche Anwendung des Trannsformationssatzes zusammen mit
Polarkoordinaten taucht auf, wenn der Integrationsbereich ganz R? ist und man
somit zwar im Prinzip den Satz von Fubini verwenden kann, der Integrand f aber
radialsymmetrisch ist. In dieser Situation kann man die beiden ein-dimensionalen
Integrale aus dem Satz von Fubini oft nicht explizit berechnen. Wenn man stattdessen
Polarkoordinaten verwendet, kommt man hingegen weiter. Das folgende klassische
Beispiel zeigt, wie man mit diesem Trick ein ein-dimensionales (!) Integral berechnen
kann, dass mit den Methoden der Analysis 1 nicht ohne Weiteres zugénglich ist:

Beispiel 5.2.6 (Integral der Gaufsschen Glockenfunktion). Man kann beweisen, dass
die Stammfunktion von R — R, z — e~ sich nicht durch eine endliche Kombination
der iiblichen “elementaren” Funktionen darstellen ldsst. Uberraschenderweise kann
man das Integral der Funktion iiber ganz R aber dennoch ausrechnen: Es gilt

/R e~ A\ (z) = /7.

Beweis. Der Beweis ist ein wahres Juwel der Analysis: Man rechnet ein ein-dimen-
sionales Integral mit Hilfe eines zwei-dimensionalen Integrals aus! Wir verwenden die
Abkiirzung I := [ e~ dA1(z) > 0. Indem wie die Integrationsvariable umbennenen
erhalten wir

122/6_9@ d>\1(:cl)~/e_"ng d)\l(azg)://e_m% d)\l(:cl)e_mg dA;(z2)
R R RJR

—//ex%ea‘“% d)\l(l'l)d)q(wg) FuRini/ 67(I%+x%) d)\g(l'l,l'z)
RJR

RQ
_ / e r do(r, ) TR / / e r A () dA1 (7)
(0,00) x(0,27) (0,00) J(0,27)

= 7r/ 2re”"dA(r) = 7r/ 2re”"dAi(r) = 7
(0,00) [0,00)

fiir die Gleichheit zwischen der zweiten und der dritten Zeile haben wir die Trans-
formationsformel (Theorem [5.2.3)) und Polarkoordinaten verwendet. O

So wie man im zwei-Dimensionalen Polarkoordinaten verwenden kann um Inte-
grale iiber Kreisflachen zu berechnen, kann man im drei-Dimensionalen sogenannte
Kugekoordinaten verwenden um Integrale iiber Kugeln auszurechnen.

Beispiel 5.2.7 (Kugelkoordinaten). Wir setzen

7 cOoS ¢ cos 0
h:R3 — R3, h(r,¢,0) := | rsinpcosf
rsin 6

Die Funktion h ist stetig differenzierbar und es besitzt die Ableitung

cospcosf —rsinpcosf —rcosysinf
Dh(r,¢,0) = | sinpcosf rcospcos —rsinpsind
sin 6 0 rcosf
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Eine kurze Rechnung zeigt, dass det (Dh(r7 ®, 9)) = 12 cos f gilt, das heifit die Matrix
Dh(r, ,0) ist invertierbar, falls 7 # 0 und cos @ # 0 ist.

Fiir jedes R € (0,00) ist die Einschrankung von h auf die offene Menge Q) :=
(0, R)x(—m,m)x (=73, ) injektiv und somit laut Korollarein Diffeomorphismus
auf sein Bild. Es ist nicht schwer sich zu tiberlegen, dass

h(Q) = B<r(0)\ ([0,00) x {0} x R) =: Q.

ist, das heift man erhélt die Menge h(Q) = €, indem man aus B.g(0) einen Teil
der x1x3-Ebene herausschneidet.

Fiir (r, ¢, 0) € Q nennen wir die Zahlen r, ¢, 6 die Kugelkoordinaten des Punk-
tes h(r,p,0) € R3. Es ist 7 der Radius und ¢ der Azimutalwinkel (er beschreibt
anschaulich, auf welchem Léangengrad sich der Punkt h(r, ¢, 0) befindet). Der Winkel
0 beschreibt anschaulich, auf auf welchem Breitengrad der Punkt h(r, ¢, 0) liegt —
ander ausgedriickt: 6 ist der Winkel zwischen dem Vektor h(r, ¢, #) und der Aqua-
torialebene.

Den Winkel § := 5—0 € (0,0) bezeichnet man auch als Polarwinkel des Punktes
h(r,p,0); er ist geometrisch betrachtet der Winkel zwischen dem Vektor h(r, ¢, 6)
und der z3-Achse[l]

Weil die Differenz B z(0)\ Q das Volumen 0 besitzt, das heiRt, weil A (B<r(0)\
Q) = 0 gilt, erhdlt man mit demselben Argument wie in Beispiel dass fiir jedes
R > 0 und jede stetige Funktion

f:B<gr(0) =R
die Formel
R %
/ f(as)d/\gz/ / / f(h(r,¢,0)) - r* cos(6) d6 dp dr
B<r(0) 0 -mJ-7

gilt[T]

171 der mathematischen Literatur ist es eigentlich etwas iiblicher den Polarwinkel anstelle des
Winkels des Breitengrades zu verwenden. Wegen cos(f) = cos(Z — 6) = sin(f) und sin(f) = sin(Z —
0) = cos(#) erhilt man dadurch leicht abgewandelte Formel fiir die Polarkoordinaten.

Wir haben hier den Winkel des Breitengrades anstelle des Polarwinkels verwendet, weil die
Formeln dadurch den geographischen Koordinaten auf der Erdiiberfliche (also zu Léngen- und
Breitengraden) passen, die Thnen bestimmt schon oft begegnet sind.

12 Anstelle des Integrals von —m bis 7 nach d¢ kann man wie in Beispiel genauso gut auch

das Integral von 0 bis 27 verwenden; es dndert sich dadurch nichts an der Formel.
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Kapitel 6

Kurven- und Flachenintegrale

6.1 Kurvenintegrale und Stammfunktionen

Das Konzept der Stammfunktion, dass Sie bereits aus der Analysis 1 kennen, E/Grileégff?_z;‘:

wollen wir nun auch fiir Funktionen in mehreren Verdnderlichen einfiihren. In beginnt mit
Definition [6.1.1]

Definition 6.1.1 (Stammfunktion). Sei Q C R? offen und sei f : Q@ — R?. Eine
Stammfunktion von f ist eine total differenzierbare Funktion F': Q — R, die

VF=f
erfiillt.
Bemerkung 6.1.2 (Vektorfelder und Skalarfelder). Sei Q2 C R
(a) Eine Funktion Q — R bezeichnet hiufig als ein Vektorfeld.

(b) Eine Funktion 2 — R bezeichnet man (insbesondere in der Physik) manchmal
auch als ein Skalarfeld.

In Definition geht es also darum, ob man fiir ein gegebenes Vektorfeld f ein
(differenzierbares) Skalarfeld F' mit der Eigenschaft f = VF findet.

Aus der Analysis 1 wissen Sie, dass fiir jedes Intervall I C R mit mehr als einem
Punkt jede stetige Funktion f : I — R eine Stammfunktion F besitztﬂ man kann
namlich einfach

Fo)i= [ " f(y) dy

fiir ein festes xg € I und alle z € I setzen, und aufgrund des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung gilt dann F’ = f.

!Den Begriff hatten wir in der Analysis 1 iibrigens auch dann definiert, wenn I nicht offen ist,
aber das ist fiir das Folgende nicht so entscheidend.
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In mehreren Verdnderlichen ist es anders: Nicht jede stetige Funktion besitzt
eine Stammfunktion! Man kann schnell sehen, dass es schon aus Dimensionsgriinden
vermutlich zu Problemen kommen wird: Sei zum Beispiel

f:R? - R2
Um eine (differenzierbare) Funktion F': R? — R zu finden, die
VF=f

erfiillt, haben wir weniger Freiheit als Anforderungen: Wir diirfen nur eine skalarwer-
tige Funktion F' bauen, miissen aber dafiir sorgen, dass Sie zwei Gleichungen erfiillt
— némlich 1 F = f; und 0o F = fo, wobei die Komponenten f; und fo von f im
Prinzip beliebig vorgegeben sein kénnen.

Lassen Sie uns nun ein konkretes Beispiel betrachten um zu sehen, dass das im
Allgemeinen wirklich nicht funktioniert:

Beispiel 6.1.3. Betrachten wir die Funktion

0 0 0\ [z
f:R> 5 R? x»—><$1>:<1 0><x;>

Angenommen, wir konnten eine total differenzierbare Funktion F : R? — R mit
VF = f finden. Wir zeigen auf zwei verschiedene Methoden, dass das zu einem
Widerspruch fiihrt:

o Methode 1: Wir bestimmen welche Gestalt F' haben muss:

Es ist F eine C'-Funktion und es gilt 0;F(z) = 0 und 0xF (z) =  fiir alle
x € R gelten.

Wegen der ersten dieser beiden Gleichungen, darf fiir jedes festes xo € R der
Wert F(x1,x2) nicht von z; abhéngen — das heifit, es gibt fiir jedes z € R ein
g(z2) € R mit F(z1,22) = g(xe) fiir alle ;1 € R. Somit ist auch g : R — R
eine C!'-Funktion und wir erhalten

I = aQF(.’L'l,.%'2> = g'(a:g)
fiir alle x € R. Das ist ein Widerspruch, die ¢’(x2) nicht von x5 abhéngt.

e Methode 2: Wir verwenden den Satz von Schwarz (Theorem [4.2.2)): Da f stetig
differenzierbar ist, folgt aus VF = f, dass F eine C2%-Funktion ist. Wegen
Theorem [£.2.2] ist

Df(z) = DVF(z) = HF (z) € R**?

dann fiir jedes 2 € R? eine symmetrische Matrix. Es gilt aber

Df(x) = ((1’ 8)

fiir alle 2 € R?, und diese Matrix ist nicht symmetrisch. Widerspruch.
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Die zweite Methode im vorangehenden Beispiel zeigt, dass man keine Chance hat,
eine Stammfunktion zu finden, wenn D f(x) nicht fiir jeden Punkt 2 symmetrisch ist.
Lassen Sie uns daa in folgender Proposition festhalten.

Proposition 6.1.4 (Notwendige Bedingung fiir die Existenz von Stammfunktionen).
Sei  C R? offen und sei f : Q — R? stetig differenzierbar. Falls f eine Stammfunk-
tion besitzt, dann ist die Matriz Df(z) € R™? fiir jedes x € Q symmetrisch.

Der Beweis folgt, wie in obigem Beispiel bereits demonstriert, direkt aus dem
Satz von Schwarz (Theorem [4.2.2)).

Nun wird es interessant: Fiir manche offene Menge Q C R¢ gilt auch die Riick-
richtung der vorangehenden Proposition:

Theorem 6.1.5 (Existenz von Stammfunktionen). Sei @ C R? offen und konvex.
Wenn f : Q — R eine CL-Funktion ist und fiir jedes x € Q die Matriz D f(x) € R4
symmetrisch ist, dann besitzt f eine Stammfunktion F : Q) — R.

Beweis. Indem wir die komplette Situation verschieben, kénnen wir ohne Einschrén-
kung annehmen, dass 0 € € gilt. Wir setzen

1
F:Q—R, :L'>—>/ xb f(tx)dt.
0

Beachten Sie, dass F' wohldefiniert ist: Da €2 nach Voraussetzung konvex ist und wir
0 € © angenommen haben, gilt fiir jedes z €  und jedes t € [0, 1] auch tz € Q. Wir
zeigen nun, dass F' eine Stammfunktion von f ist.

Fiir jedes t € [0,1] setzen wir g; : Q — R, x + T f(tz). Dann ist g stetig
differenzierbar und besitzt laut der Produktregel (Korollar den Gradienten

Dgi(z) = tDf(tx)"a + f(tz)
fir alle x € Q. Andererseits gilt fiir alle € 2 und alle t € [0, 1]

d

a(tf(m)) =tDf(tz)x + f(tx).

Da Df(tz) laut Voraussetzung symmetrisch ist, gilt also Dg;(x) = % (tf(tz)) fiir alle
t € [0,1] und alle z € Q. Somit ist

1 1
DF(z) = /0 Dor() di = /0 %(tf(tm)) dt = tf(t)[= = f().

Hierbei haben wir im ersten Schritt ein wenig gemogelt: Wir haben einfach ange-
nommen, dass F' total Differenzierbar ist und dass wir die totale Ableitung unter
das Integral ziehen diirfen. Dass das tatséchlich stimmt, kann man mit einem Satz
iber Parameterintegrale zeigen, der &hnlich wie Theorem [3.:4.7] aus Konvergenzsit-
zen fiir das Lebesgue-Integral folgt (aber noch etwas technischer ist); wir verzichten
an dieser Stelle auf die technischen Details. O
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6. KURVEN- UND FLACHENINTEGRALE

Der folgende Begriff hingt sehr eng mit Stammfunktionen zusammen.
Vorlesung 25:

Definition 6.1.6 (Kurvenintegral). Sei 2 C R? offen. Es seien a,b € R mit a < b (b';;ml:torzli
und 7 : [a,b] — RY sei eine stetige differenzierbare Kurve. Definition

(a) Sei g:v(]a,b]) — R ein stetiges Skalarfeld. Dann nennt man

b
A o(z) dz = / g (0) 5(0)] dt

das Kurvenintegral von g iiber v, oder genauer das Kurvenintegral erster
Art von g iiber ~.

(b) Sei f:v([a,b]) — R? ein stetiges Vektorfeld. Dann nennt man

b b
/ f(@) - de = / SO/ ()T () dt = / SO F(4(6)) dt

das Kurvenintegral von f {iber 7E|

Kurvenintegrale tauchen beispielsweise in der Physik sehr oft auf: Wenn ~ die
Bewegung eines Teilchens der €2 beschreibt und f ein Kraftfeld ist, dass dabei auf das
Teilchen wirkt, dann ist fiir jeden Zeitpunkt ¢ € [a, b] das Skalarprodukt f(v(t))T~(t)
die Leistung, die das Teilchen durch seine Bewegung erbringt. Somit ist das Kurven-
integral fv f(x) dx gleich der Arbeit, die benotigt wird, damit sich das Teilchen von
v(a) nach ~(b) bewegt.

Man beachte, dass die Stammfunktion F' im Beweis von Theorem durch
Kurvenintegrale iiber das Vektorfeld f definiert ist: Sei z € £ und sei v : [0,1] — €,
t +— 7(t) := tz. Dann ist

1 1
— [ 2T ) df = T - .
F(z) = /0 f(tz) dt /O For(e) 4 (0) dt / Fy) dy

Wenn ein Vektorfeld eine Stammfunktion besitzt, dann kann man Kurvenintegrale
entlang dieses Vektorfelds mit Hilfe der Stammfunktion und des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung ausdriicken:

Proposition 6.1.7 (Wegunabhingigkeit von Integralen). Sei Q C R? offen und sei
f:Q — R? ein stetiges Vektorfeld, das eine Stammfunktion v : @ — R besitzt. Dann
gilt fir jedes stetig differenzierbare Kurve 7y : [a,b] — Q die Formel

/ f(z) dz = v(y(b)) - v(v(a)).

Insbesondere hingt das Kurvenintegral nur vom Startpunkt ~(a) und dem Endpunkt
~v(b) ab, aber nicht vom Weg, den die Kurven dazwischen zurz’icklegtﬁ

2Das Symbol - in der Notation fw f(z)- dz stammt daher, dass man das Skalarprodukt (a | b) =

a™b von zwei Vektoren a,b € R? auch manchmal als a - b notiert.
3Vektorfelder, deren Kurvenintegral nur vom Startpunkt und Endpunkt der Kurve abhiingen,
bezeichnet man als konservativ.
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6.2. Wirbel und Quellen in zwei Dimensionen

Beweis. Fiir alle t € [a, b] gilt

%v(v(t)) =Du(7(1)7(t) = F((1) '3 (),

da Dv(z) = Vou(z) = f(x)T fiir alle x € Q ist. Also folgt aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

b b
[ f@de= [ 160w d = [ L6 dt=v0m) - vi),

was die Behauptung zeigt. O

Bemerkung 6.1.8 (Einfach zusammenhingende Mengen). Sei Q2 C R? offen.

(a) Man nennt ) einfach zusammenhingend, wenn man jede stetige Kurve
v : [a,b] —  auf stetige Weise zu einem Punkt zusammenziehen kannﬁ ohne
dabei € zu verlassen.

(b) Wenn © konvex ist, dann ist  auch einfach zusammenhéngend.

(c) Die punktierte Ebene R?\ {0} ist ein Beispiel einer offenen Teilmenge von
R?, die nicht einfach zusammenhingend ist.

(d) Der punktierte Raum R3\{0} C R? ist hingegen einfach zusammenhéingendﬂ

(e) Man kann zeigen, dass Theorem nicht nur auf konvexen Mengen () gilt,
sondern allgemeiner auf einfach zusammenhéngenden Mengen.

Fiir einen Beweis verweisen wir beispielsweise auf [7, ...|.

6.2 Wirbel und Quellen in zwei Dimensionen

Erinnern Sie sich noch einmal daran, dass der Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung aus der Analysis 1 unter anderem folgendes sagt: Wenn f : [a,b] — R
eine C'-Funktion ist (fiir a,b € R mit a < b), dann gilt

b
/ £ dz = (b) — f(a).

Wir wollen nun einen analogen Satz im mehrdimensionalen formulieren. Um uns auf
die wesentliche Idee zu konzentrieren, betrachten wir vor allem die Situation mit nur
zwei Variablen.

Zur Motivation schauen wir uns zuerst die Situation auf Rechtecken an. Seien
a1,bi,a2,by € Rmit a; < by und as < by. Sei f : R? — R? ein stetig differenzierbares
Vektorfeld.

4Wir prizisieren an dieser Stelle nicht, was genau das heifit.
5Konnen Sie anschaulich begriinden, warum?
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6. KURVEN- UND FLACHENINTEGRALE

Lassen Sie uns zunichst die ersten partielle Ableitung 0; fo( -, z2) der zweiten
Komponente von f angucken. Wir wollen sie iiber das Rechteck R := a1, b;] %
[ag, bo] integrieren. Zurerst integrieren wir nach der Variablen x1; der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung gibt uns

b1
O1 fo(x1,22) doy = fa(br, x2) — fo(ar, x2).

al

Jetzt integrieren wir noch iiber x2 und erhalten damit

bo b1
/ 81f2 d)\g = / 81f2(x1,a;2) d.%'l da,’z
R a2

al
b2 b2

= fa(b1, ) dxy — fa(a1, x2) dzs.

az az

Sei jetzt 4, eine C'-Kurve, die die rechte Randlinie von R von unten nach oben
abliuft, sagen wir v, : [ag, ba] — R2, 4,.(t) = (b1,t)T. Analog sei 7y, eine C-Kurve,
die die linke Randlinie von R von oben nach unten ablduft, sagen wir zum Beispiel
Ye ¢ [az, ba] — R2 ~4(t) = (a1, b2 + az —t)T. Dann ist

bo ba
/ f2)-de= [ fbrt) esdt= [ falbras) das,

2 a2

wobei wir mit e3 € R? die zweiten kanonischen Einheitsvektor bezeichnen. Analog
gilt

ba
/ f(z)- dox = flar,ba + ag — t)T(—eg) dt
Ye a2
bg b2
=— fa(ai, by +ag —t)dze = — fa(a1, z2) dzs.
as az

Insgesamt ist also

/Ralfgd)\gz/rf(x%da:+/wf(:c)-dx.

Vollig analog dazu kann man nun die partielle Ableitung 0, f1 betrachten und mit
Yy und 7y, zwei Kurven bezeichnen, die den unteren Rand des Rechtecks von links
nach rechts beziehungsweise den oberen Rand des Rechtsecks von recht nach links
durchlaufen und erhélt in diesem Fall

—/ Oaf1 dAg = f(.%’) . d.’L‘+/ f(l‘) dx.
R Yu w

Man beachte, dass dieses Mal ein Minuszeichen vor dem Flachenintegral steht. Wenn
wir jetzt die vier Randstiicke von R zu einer Kurve v zusammensetzen, dann erhalten
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wir also insgesamtlﬂ
/ O fa— OafrdAs = /f(x) - d. (6.2.1)
R y

Der Integrand 0y fo — 02 f1 in obigem Flédchenintegral erhélt einen eigenene Namen:

Definition 6.2.1 (Rotation in zwei Dimensionen). Sei Q C R? offen und sei f :
Q) — R? stetig differenzierbar. Dann nennt man die Abbildung

I”Otf = 81f2 — 82]“1 Q- R
die Rotation von f.

Wir haben hier also eine zwei-dimensionale Variante des Hauptsatzes der Differ-
ential- und Integralrechnung hergeleitet: Ein Integral tiber einen bestimmte Kombi-
nation der partiellen Ableitungen der Komponenten von f kann man als ein Kurven-
integral iiber den Rand des zwei-dimensionalen Integrationsbereichs schreiben. Das
folgende Theorem ist genau die Formel [6.2.1] — allerdings nicht nur fiir Rechtecke,
sondern auch fiir allgemeinere Fliachen; man kann zeigen, dass auch fiir allgemeinre
Flachen stimmt.

Theorem 6.2.2 (Integralsatz von Green). Sei Q@ C R? offen und beschrinkt und es
gebe eine Cl-Kurveﬂ v : a,b] = Q, die genau auf dem Rand von Q verliuft®| und
jeden Punkt aus 2 genau einmal in mathematische positiver Rz’chtunﬂ umlduft]™”| Es
sei (t) # 0 fur alle t € [a,b].

Sei Q) C R? eine offene Menge, die den Abschluss Q enthilt und sei f : ) — R2
eine Ct-Funktion. Dann gilt

/{)rotfdAQ:Lf(x)- da.

SVorsicht, genau genommen waren wir hier wieder einmal ein klein wenig ungenau: Wir hatten
Kurvenintegrale nur fiir C'-Kurven definiert, aber der Rand von R wird durch eine Kurve beschrie-
ben, die nur stiickweise C' ist. Wir kehren diese Technikalitét hier einfach unter den Teppich, in
dem wir vereinbaren, dass wir das Integral iiber Kurven, die stiickweise C' sind, einfach als Summe
der Integrale liber die entsprechenden Teilstiicke verstehen wollen.

"Oder etwas allgemeiner eine stiickweise C'-Kurve. Mit diesem Begriff ist folgendes gemeint:
Seien a,b € R mit a < b. Wir nennen eine stetige Kurve v : [a,b] — R? stiickweise stetig
differenzierbar oder stiickweise Cl7 falls es Zahlen m € Nund a =to < t1 < -+ < t;, = b gibt
derart, dass fiir jedes k € {1,...,m} die Einschrankung | +,] Stetig differenzierbar ist.

tp—1,

8Den Begriff Rand haben wir genau genommen nie priizise definiert. Fiir die meisten anschau-
lichen Fliachen sollte klar sein, was damit gemeint ist. Wenn man prézise sein mochte, kann man
zum Beispiel folgende Definition verwenden: Der Rand einer offenen Menge € ist definiert als die
Menge Q\ €.

9Das heifit, gegen den Uhrzeigersinn.

Tnsbesondere verlangen wir also y(a) = v(b), das heift die Kurve muss wieder zu ihrem Aus-
gangspunkt zuriickkehren.
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Vorlesung 26:
(Mi, 16.07.)
beginnt mit
dem Beweis von
Theorem

6. KURVEN- UND FLACHENINTEGRALE

Dieses Theorem erklart anschaulich, warum man 0; fo — dof1 =: rot f als die
Rotation von f bezeichnet: Das Integral von rot f {iber eine Fliche ist genau die
Zahl, die man erhilt, wenn man die Flédche einmal gegen den Uhrzeigersinn umlauft
und dabei iiber denjenigen Anteil von f integriert, der tangential zur Bewegungs-
richtung verlduft. Anschaulich kann man deshalb auch sagen: Die Rotation von f
misst, wieviele und wie starke Wirbel es im Vektorfeld f gibt. Wenn rot f = 0 gilt,
dann nennt man f auch wirbelfrei oder rotationsfrei.

Komplementér zur Rotation von f ist die sogenannte Divergenz von f, die wir
in zwei Dimensionen nun definieren:

Definition 6.2.3 (Divergenz in zwei Dimensionen). Sei 2 C R? offen und sei f :
Q — R? stetig differenzierbar. Dann nennt man die Abbildung

divf:=01fi+0fa: Q=R
die Divergenz von f.

Aus dem Integralsatz von Green erhélt man den folgenden weiteren Integralsatz,
der Satz von Gauf} oder Divergenzsatz genannt wird.

Theorem 6.2.4 (Integralsatz von Gaufs / Divergenzsatz). Es seien dieselben Vor-
aussetzungen wie im Integralsatz von Green (Theorem erfillt. Fir jedes x im
Rand Q\ Q bezeichne n(z) € R? denjenigen Vektor, der senkrecht auf dem Rand von
Q steht, von ) nach auflen zeigt, und Norm 1 hatE Dann gilt

/Q div fdAg = L f(2) () de.

Beweis. Sei g :  — R? dasjenige Vektorfeld, das man erhélt, wenn man f um 90
Grad gegen den Uhrzeigersinn (also mathematisch positive) dreht, das heifst, es sei

g(z) = ((l)j) )= (72)

fiir alle z € Q. Dann ist rot g = 81 f1 + 2 f> = div f und somit folgt aus dem Satz

von Green (Theorem [6.2.2)

/ div fdAg = / rot gdAy Thm:/g(a:) - dx
Q Q 0%

"Wenn man also t € [a,b] mit y(¢) = 2 wihlt, dann ist

) =n600) = e (o) 90

Man beachte, dass die Multiplikation von der Matrix den Vektor 4(¢) im 90 Grad im Uhrzeigersinn
dreht. Weil die Kurve v die Flache Q entgegen des Uhrzeigersinns umléuft, zeigt n(x) tatsachlich
vom Rand von 2 aus senkrecht nach aufsen.
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b T b
_ / (U () 4 (t) dt = / FO/ () TUTA (1) dt

b
| 1@ 0@ il dt = [ @) d,
a v
womit die Behauptung gezeigt ist. O

Analog zum Greenschen Integralsatz besitzt auch der Gaufssche Integralsatz eine
anschauliche Interpretation: Fiir einen Randpunkt z von €2 beschreibt der Ausdruck
f(z)Tn(z) — das heikt, das Skalarprodukt von f(x) mit der Normalen 7n(x) —, welcher
Anteil von f senkrecht zum Rand von () steht und nach aufsen zeigt. Im Integral
fv f(z)Tn(z) dz integriert man diese Grofe iiber den kompletten Rand von €2, also
misst das Integral anschaulich wie stark das Vektorfeld insgesamt “aus €2 herauszeigt”
(oder “nach €2 hineinzeigt”, falls das Integral negativ ist).

Weil dieses Integral laut des Gaufischen Integralsatzes gleich fﬂ div fdXo ist,
sorgt also die Funktion div f in  dafiir, dass das Vektorfeld insgesamt betrachtet
aus €2 hinauszeigen oder nach ) hineinzeigen kann. Man nennt div f deshalb auch
die Quelle des Vektorfeldes f; falls div f = 0 gilt, dann nennt man f quellfrei oder
divergenzfrei.

Noch etwas anschaulicher wird diese Interpretation, wenn man f als das Stro-
mungsfeld einer Fliissigkeit oder eines interpretiert. In diesem Fall gibt das Integral
f7 f(x)Tn(z) dx gerade an, wieviel FliiRigkeit oder Gas zum gegebenen Zeitpunkt
aus ) herausstromt. Wenn es sich um eine Fliissigkeit handelt, die sich nicht ausdeh-
nen oder zusammenziehen kann["? dann muss in ein nach Q genauso viel hinein- wie
hinausstrémen. Weil das fiir jedes €2 der Fall sein muss, kann man sich iiberlegen,
dass somit div f = 0 sein muss. Das Stroumungsfeld ist in diesem Fall also quellfrei.
Aus naheliegenden Griinden wird die Gleichung div f = 0 deshalb manchmal auch
als eine Bilanzgleichung bezeichnet.

Bemerkung 6.2.5 (Zwei verschiedene Hauptséitze in zwei Dimensionen). Beachten
Sie, dass wir nun zwei verschiedene Typen von Satzen besprochen habenm die den
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus der Analysis 1 auf die Situation
im R? iibertragen:

(a) Proposition ist eine Variante des Hauptsatzes fiir Kurvenintegrale (und
wir haben die Proposition sogar fiir Kurven im R? bewiesen, nicht nur im R?).

Anschaulich ist dieses Resultat sehr nahe am Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung aus der Analysis 1: Man integriert iiber eine ein-dimensionales
Objekt (eine Kurve) und das Ergebnis ist gleich einer Differenz von zwei Zah-
len, was man anschaulich als eine Integral iiber ein null-dimensionales Objekt
(némlich die beiden Endpunkte der Kurve) auffassen kann.

12Man spricht dann von einem inkompressiblen Fluid. Das ist zum Beispiel fiir Wasser bei
fester Temperatur in guter Naherung der Fall ist.
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6. KURVEN- UND FLACHENINTEGRALE

(b) Die Siitze von Green und Gauf im R? (Theoreme und , sind variante
des Hauptsatzes, allerdings fiir Integrale iiber Flichen im R?. Beachten Sie,
dass es sich bei beiden Satzen im Wesentlichen um dasselbe Resultat handelt;
lediglich das Vektorfeld wurde, wie der Beweis von Theorem zeigt, um 90
Grad gedreht

Bei diesen beiden Sétzen integriert man iiber eine Flidche (also iiber ein zwei-
dimensionales Objekt) und das Ergebnis ist gleich einem Integral iiber den
Rand der Fliche, (also gleich einem Integral iiber ein ein-dimensionales Ob-

jekt) E

Beispiel 6.2.6 (Ein Strudel). Lassen Sie uns im R? ein Vektorfeld f betrachten,
dass einerseits gegen den Uhrzeigersinn rotiert, aber andererseits auch “ein bisschen”
Richtung ursprung zeigt. Dazu drehen wir einfach jeden Vektor z € R? um 3/8
Drehungen, also um 135 Grad. Dies konnen wir mit Hilfe einer Drehmatrix tun, die
Sie aus der Linearen Algebra 1 kennen; wir setzen also f : R? — R2,

s (e ) - 2 (3 ) () - e ()
=U

fiir alle z € R?. Wenn man das Vektorfeld f skizziert, sieht man, dass es tatséichlich
gegen den Uhrzeigersinn und zugleich Richtung Nullpunkt verlduft.

Lassen Sie uns nun die Rotation und die Divergenz von f berechnen. Fiir jedes
x € R? gilt

81f1(51}) agfl(l') . ) = _L -1 -1
(ohte) i) =Pr@ =0 =5 (3" 3}).

wobei die zweite Gleichheit gilt, weil f die lineare Abbildung z +— Ux istE Also ist
1 —1 -1 -1
rot f(z) = —= — — =2 und div f(z) = —= + — = —V2.

Lassen Sie uns nun gucken, was die Integralsitze von Green und Gauft uns iiber das
Vektorfeld f sagen, wenn wir sie beispielsweise auf die Kreisscheibe B.1(0) (beziiglich
der Euklidischen Norm) anwenden.

(a) Satz von Green: Fiir das Integral von rot f iiber die Einheitskreisscheibe erhélt

manIT_5|

/ rot f dg = V2dig = V2.
B<1(0) B<1(0)

3Falls Sie sich fiir Physik oder Ingenieurswissenschaften interessieren, iiberlegen Sie sich gerne
einmal, warum die Einheiten bei dieser Gleichheit {iberhaupt Sinn ergeben.

4 Alternativ kann man die partiellen Ableitungen auch alle per Hand ausrechnen, aber das ist
ein wenig umstandlich.

15Warum benétigen wir fiir die Berechnung dieses Integral keine Polarkoordinaten?
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Laut des Satzes von Green (Theorem [6.2.2)) ist dieses Integral gleich dem Kur-
venintegral des Vektorfeldes f entlang des Randes von ~y. Zur Illustration be-
rechnen wir auch dieses Integral explizit. Sei dazu v : [0, 27] — R2,

0= ()

die Kurve, die mit Geschwindigkeit 1 einmal gegen den Uhrzeigersinn um den
Einheitskreis verlduft. Dann ist

27 27 T
[ @ ao= [ ro@Tiwd = [ @) 50 d
vy 0 0

2 .
1 _
= / — (— cost —sint, cost— sint) sint dt
0 V2 cost

=costsint+(sint)2+4(cost)2—sin t cost=1

1 /% o
= 1dt = — = V2r.
V2 Jo V2

Wir erhalten also fiir beide Integrale denselben Wert — was wir aus dem Satz
von Green ja bereits wissen.

Satz von Gaufs: Das Integral von div f iiber die Einheitskreisscheibe ist
/ div fdXs = / —V2dX\y = —V2r.
B<1(0) B<1(0)

Sei v : [0,27] — R dieselbe Kreiskurve wie in [(a)] Fiir jedes ¢t € [0,1] ist der
normierten Normalenvektor an der Stelle (), der aus dem Kreis hinauszeigt,

gegeben durch
o000 = (&) 160 = ()
—

=1

In diesem Beispiel ist also n(y(t)) = v(t); das ist geometrisch iiberhaupt nicht
iiberraschend, denn wenn sei einen Punkt  auf dem Rand des Einheitskreises
nehmen, dann ist derjenige Vektor, der vom Punkt z aus senkrecht aus dem
Einheitskreis hinauszeigt und Lange 1 hat, ebenfalls gleich .

Nun berechnen wir das Kurvenintegral im Satz von Gauf. Es ist gleich

2w
/f(x)TU(fU) dz= [ f(y®) T n(y(®) [IV(D)]l, dat
y —— ——

0
I

27 2w
~ [T wa= [ -Soa= -2 — v
0 0
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6. KURVEN- UND FLACHENINTEGRALE

hier haben wir verwendet, dass fiir alle z € R? die Formel (Uz)Tz = —2? —
2 .
Towy + 1172 — 25 = — ||z||5 gilt.

Wir haben also fiir die beiden Integrale fB<1(O) div f dA2 und [ f(x)tn(z) dx
denselben Wert erhalten. Beachten Sie, dass wir bereits im Voraus wusstren,
dass derselbe Wert herauskommen muss — denn das ist ja die Aussage des
Satzes von Gauk.

Beispiele wie das oben stehende sind schon zur Illustration der Integralsétze von
Green und Gaufs. Beachten Sie aber, dass man in den meisten konkreten Situation
nicht solch einfache Funktionen hat und man deshalb eher selten in der Lage ist,
sowohl das Integral iiber die Fliache als auch das Randintegral explizit auszurechnen.
Wirklich niitzlich sind die beiden Integralsidtze in anderen Sitationen, zum Beispiel:

(a)

In konkreten Beispielen, in denen man entweder das Fliachen- oder das Rand-
integral relativ einfach ausrechnen kann, das andere der beiden jedoch nicht.
Ganz praktisch betrachtet ist das weniger fiir die exakte Berechnung von In-
tegralen relevantm sondern eher fiir die approximative (das heifft numerische)
Berechnung von Integralen. Beispielsweise ist es numerisch manchmal weniger
aufwindig ein Kurvenintegral approximativ auszurechnen als ein Flacheninte-
gral.

Um eine anschaulich Interpretation von Rotation und Divergenz als Wirbel
und Quellen zu erhalten. Das hatten wir oben bereits besprochen.

In beweisen, in denen man ein Fliachenintegral aus irgendeinem Grund auf ein
Randintegral zuriickfiithren méchte. Eine solche Situation haben Sie in Aufga-
be 13.2(b) auf Hausaufgabenblatt 13 kennengelernt.

Fiir das Umschreiben von Differentialgleichungen in Integralgleichungen. Bei-
spielsweise gibt es fiir die Maxwell-Gleichungen in der Elektrodynamik sowohl
eine Form als Differentialgleichungen als auch eine Form als Integralgleichun-
gen, und um von der ersten zur zweiten zu wechseln benotigt man Integralsétze
wie diejenigen, die wir in diesem Kapitel behandelt haben (allerdings in drei
statt in zwei Raumdimensionen).

5Die meisten mehrdimensionalen Integrale kann man ohnehin nicht exakt berechnen — Ausnah-
men sind Situationen mit sehr viel Symmetrie (insbesondere in der Physik taucht Radialsymmetrie
relativ haufig auf) und Beispiele, die extra fiir Ubungszwecke so konstruiert wurden, dass die Rech-
nungen gut funktionieren.
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